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Einfache Partitionen endlicher Gruppen 
mit nicht-trivialer Fittingscher Untergruppe 


Von 


REINHOLD BAER 


Kine Partition der endlichen Gruppe G +1 ist eine Menge o von 1 verschiedener 
Untergruppen von G derart, da jedes von 1 verschiedene Element aus G in einer und 
nur einer Untergruppe aus o liegt. Besteht o nur aus G, so heiBt o trivial; und wenn o 
mit X auch alle zu X konjugierten Untergruppen enthalt, so hei&e o normal. 

Weiter nennen wir eine Untergruppe U von G eine o-zuliassige Untergruppe von G, 
wenn jede nicht in U enthaltene Untergruppe X aus o der Bedingung X NU = 1 
geniigt. Gibt es einen eigentlichen o-zulassigen Normalteiler von G, so nennen wir o 
nicht-einfach, sonst einfach. 

Wir haben in einer vorangehenden Untersuchung einen Uberblick tiber die nicht- 
einfachen, normalen Partitionen gegeben. Wir wollen im folgenden zeigen, daB aus 
der Existenz einer normalen, einfachen, nicht-trivialen Partition der Gruppe G folgt, 
daB entweder der Sockel von G einfach und nicht-abelsch ist oder aber G die sym- 
metrische Gruppe des Grades 4 ist und die Partition aus den nicht im Sockel ent- 
haltenen zyklischen Untergruppen besteht. 

Von den Resultaten unserer vorangehenden Untersuchung der Partitionen end- 
licher Gruppen werden wir weitgehenden Gebrauch machen; und werden auf die 
dortigen Ergebnisse kurz mit Lemma 2.5 oder Satz 5.1, (c) etc. hinweisen. 


Bezeichnungen 


o(g) = Ordnung des Gruppenelements g. 

o(G) = Ordnung der Gruppe G. 

p-Element [p-Gruppe] = Element [Gruppe] mit p-Potenzordnung, 

p’-Gruppe = Gruppe mit zu p teilerfremder Ordnung. 

3G = Zentrum der Gruppe G. 

SG = Fittingsche Untergruppe vonG = Produkt aller nilpotenten Normalteiler von G 
= umfassendster nilpotenter Normalteiler von G. 

SG = Sockel der Gruppe G = Produkt aller minimalen Normalteiler von G. 

XU — Normalisator der Untergruppe U von G in G. 

CU = Zentralisator der Untergruppe U von G in G. 

a’ = b-lab =a(aob). 

ao Y — Menge der Elemente xo y mit y in Y. 

Normalisatorgleich sind U = %U erfiillende Untergruppen. 

Komplementar sind G= AB = BA, 1=A0OB erfiillende Untergruppen A, B 
von G. 
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AcB bedeutet, daB A eine von B verschiedene Untergruppe von B ist. 
Frobeniusautomorphismen sind Automorphismen von Primzahlordnung ohne von | 


verschiedene Fixelemente. 
Frobeniusgruppen von Automorphismen sind Automorphismengruppen, deren von 1 
verschiedene Automorphismen keine von 1 verschiedenen Fixelemente haben. 


Alle betrachteten Gruppen sind endlich. 
Das Ziel unserer Untersuchung ist der Beweis der folgenden beiden Resultate : 
Satz A. Ist o eine normale, nicht-triviale Partition der Gruppe G und SG + 1, so ist o 
dann und nur dann einfach, wenn 


(a) @ der symmetrischen Gruppe des Grades 4 isomorph ist und 
(b) also SG elementar-abelsch der Ordnung 4 ist und 
(c) o genau aus den nicht in SG enthaltenen zyklischen Untergruppen von G besteht. 


Satz B. Die normale, nicht-triviale Partition o von G ist dann und nur dann nicht 
einfach, wenn G einen von 1 verschiedenen Hallschen nilpotenten Normalteiler besitzt. — 


Wir beginnen mit dem Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen (a), (b), (c) des 
Satzes A. Dieser wird in einer Reihe von Schritten gefiihrt, die wir als Hilfssétze (1) 
bis (18) formulieren werden. Dabei werden wir stillschweigend die folgenden Voraus- 
setzungen machen: 


a ist eine normale, einfache, nicht-triviale Partition von G und §G +1. 


Dann ist auch 37}G +1. Ist p irgendein Primteiler von 0(8)}G@) +1, so ist die 
Menge P der #? = 1 erfiillenden Elemente x aus 8G eine von 1 verschiedene, 
elementar-abelsche, charakteristische p-Untergruppe von G. Wir kénnen also im 
folgenden stillschweigend die Annahme machen: 


Es gibt einen elementar-abelschen p-Normalteiler P +1 von G. 
(1) ‘> Gusails 
Beweis. Ware z + 1 ein Zentrumselement von G, so ware die z enthaltende Kom- 


ponente 7’ von o wegen Lemma 2.5 ein Normalteiler von G. Da o nicht trivial ist, 
so ware G + 7', so daB o nicht einfach ware. 


(1*) Gist nicht nilpotent. 
Dies folgt sofort aus (1). 
(2) Pst in keiner Komponente von o enthalten. 


Beweis. Ware P in der Komponente 7 von o enthalten, so ware 7 +G, da o 


nicht-trivial ist; und 7’ ware wegen Lemma 2.5 ein Normalteiler von G, so daB o nicht 
einfach ware. 


(3) (CP)? = 1, 


Beweis. Ware c ein c? + 1 erfiillendes Element aus CP, so wiirde die c enthaltende 


Komponente von o wegen Lemma 2.1 ganz P enthalten, da ja PP = 1 ist. Wegen (2) 
ist aber P in keiner Komponente von o enthalten. 


a 2 rs A >” of neg” br < ie tw. 
a) ‘ * ‘ . 4s 5 - 2 , “4 
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(4) Ist X eine Komponente von o mit X A P +1, so ist X ein Normalteiler der p- 
Gruppe XP; und die nicht in X enthaltenen Elemente aus XP haben séimtlich die Ord- 
nung p. 


_ 


Beweis. Aus X 0 P +1 und Lemma 2.5 folgt wegen der Kommutativitat von P 
sofort P CNX, so da X ein Normalteiler von U = PX ist. Aus (2) ergibt sich 
P ¢ X, so daB X ein echter Normalteiler von U ist. Also ist ¢ A U eine normale, 
nicht-einfache Partition von U. Ware o A U eine Frobeniuspartition von U, so 
wiirde aus Satz 4.1, (4) und X + U sofort X C 3U folgen. Nun ist aber P selbst- 
verstandlich in §U enthalten, woraus das Satz 4.1, (1) widersprechende U = §U 
folgen wiirde. Also ist ¢ A U keine Frobeniuspartition von U. Bedenken wir, daB P 
nicht in X enthalten ist und die nicht in X enthaltenen Elemente aus P saémtlich 
die Ordnung p haben, so folgt aus Satz 5.1, (b), daB alle nicht in X enthaltenen Ele- 
mente aus U die Ordnung p haben; und Satz 5.1, (c) ergibt nun, da& U/3U eine 
p-Gruppe ist. Da U/X bereits als p-Gruppe erkannt ist, so bilden die Elemente aus 

_U mit zu p teilerfremder Ordnung eine in X enthaltene charakteristiseche Unter- 
gruppe V von U [und (}U] mit zu p teilerfremder Ordnung und p-Faktorgruppe U/V. 
Da P und V Normalteiler teilerfremder Ordnung von U sind, so ist 


POVOP esl: 


Also ist VC CP und es folgt aus (3), daB V? = 1 ist. Aus (0(V), p) = 1 folgt nun 
V = 1, so daB U = PX eine p-Gruppe ist. 


(5) Ist X eine Komponente von o mit X A P = 1 und p ein Teiler von 0(X), so ast 
pc eae © 


Beweis. Ist S eine p-Sylowuntergruppe von X, so ist S +1; und es ist PS eine 
p-Sylowuntergruppe von PX. Da P ein von | verschiedener Normalteiler der p- 
Gruppe PS ist, so ist P A 3 (PS) +1. Seif +1 ein Element aus-P 1 3(PS). Dann 
folet aus 1 + S = StC X und Lemma 2.5 die Zugehorigkeit von ¢ zu tX. Da P ein 
Normalteiler von G@ ist. so wird to XC PQ X = 1. Also liegt ¢ in PM CX. Ware 
XP? +1, so wiirde aus Lemma 2.1 die Zugehérigkeit von ¢ zu X folgen, die wegen 
t+1— PAX unmogilich ist. Also ist XP? = 1. 


(6) Komponenten von o sind entweder p-Gruppen oder p'-Gruppen. 
Dies folgt sofort durch Kombination von (4) und (5). 


(7) Es gibt Elemente der Ordnung p? in G. 


Beweis. Ware dies falsch, so ware x? = 1 fiir jedes p-Element x aus G. Sei o* die 
Menge aller Untergruppen von G, die entweder zyklisch von der Ordnung p oder 
Komponenten mit zu p teilerfremder Ordnung von o sind. Aus (6) folgt, daB o* eine 
normale, nicht-triviale Partition von G ist; und aus P? = | folgt die o*-Zulassigkeit 
des wegen (1*) und (2) eigentlichen Normalteilers P von G. Da G wegen (1*) keine 
Primargruppe ist, so folgt aus Satz 5.1, (c): 

Entweder ist o* eine Frobeniuspartition von G oder P ist eine Komponente von o* 
mit Primzahlindex [G': P]. 

6* 
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Wire P eine Komponente von o*, so ware wegen P? = 1 sogar o(P) = p und B 
wiirde als zyklische Gruppe im Widerspruch zu (2) in einer Komponente von o ent- 
halten sein. Also ist P keine Komponente von o* und o* ist folglich eine Frobenius-_ 
partition von G. Natiirlich ist PC §G. Ware die nilpotente Gruppe §G@ keine p- 
Gruppe, so wire auch 334 C CP keine p-Gruppe, was (3) widerspricht. Also ist Bice 
eine p-Gruppe. Da aber §}G wegen Satz 4.1 eine Hallsche Untergruppe von @ ist, so 
wiire §@ sogar die Menge aller p-Elemente aus @. Dann folgt aber aus (6) die o-Zu- 
lassigkeit des wegen (1*) eigentlichen Normalteilers }@ von G, was der Einfachheit 
von o widerspricht. Aus diesem Widerspruch folgt die Existenz von Elementen der 
Ordnung p? in G@. | : ; 
(8) Ist X eine Komponente von o und p ein Teiler von 0(X), so ist XPC P und also 
XP eT, . : 


Beweis. Aus (6) folgt, daB X eine p-Gruppe ist; und wegen (5) wiirde aus XM P=1 
sogar X? = 1 folgen. Ware also X” nicht in P enthalten, so ware X MO P +1; und 
aus (4) wiirde folgen, daB die nicht in X enthaltenen Elemente aus PX samtlich die 
Ordnung p haben. Es giibe also ein Element ¢ in X, dessen p-te Potenz ¢? nicht in P 
liegt. Wegen (2) gibt es ein Element w in P, das nicht in X liegt. Also liegt auch das 
Element wit aus PX nicht in X. Folglich ist 
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1 = (wi)? =? = 1 modulo P 
ein Widerspruch. Es folgt X?C P; und aus P? = 1 folgt X?* = 1. 


(9) Enthalt die Komponente X von o ein Element t der Ordnung p2, so ist 
o(P) = o(X OP) and Pot=P AX PAE 


Beweis. Aus (6) folgt, dai X eine p-Gruppe ist; und aus (5) folgern wir XQ P + 1. 
Wegen (4) ist dann X ein Normalteiler der p-Gruppe XP; und die nicht in X ent- 
haltenen Elemente aus X P haben sémtlich die Ordnung p. Wegen (2) ist P nicht in X 
enthalten. Da das Element ¢ der Ordnung p? nicht in P liegen kann, so sind P und X 
eigentliche Normalteiler von PX. Es folgt Po XC PAX. 

Sind uw, v Elemente aus P, so liegen die Elemente u, v, wot und vot in der abel- 
schen Gruppe P. Es folgt 


uvot = (wot)(vot) = (wot) (vot); 


vgl. etwa M. Haun [p. 150, (10.2.1.2)]. Die Abbildung x + xot ist also ein Homo- 
morphismus « von Pin POX. 

Ist x ein Element aus dem Kern A des Homomorphismus «, so ist xt = ta. Ware x 
nicht in X enthalten, so ware auch xt nicht in X enthalten und also, wie friiher be- 
merkt, 0(xt) = p. Daraus wiirde aber wegen o(t) = p2 das unmogliche 1 = (at)P = ¢P 
folgen; und damit haben wir A C P 4 X gezeigt. Wir haben schon auf 


Pot G Pix. 


hingewiesen. Folglich wird 


o(P) = 0o(P*)0(A) So(PNX)2. 
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x Da o einfach ist, so ist X kein Normalteiler von G. Aus PA X +1 fina Lemma 2.5 
folgt, daB auch P A X kein Normalteiler von @ sein kann. Es gibt also ein 
PAX +(PAX= Pa Xo | 
- Partition o ist, so ist (PA X)A (POX) = 1. Da aber 
; o(P.A X) = o([PA X]9) = 0(PA X2) 


be “ 
- ist, so wird 0(P 7 X)? < 0(P); und damit haben wir 


3 ; o(P) = 0(P.X)? = 0(P%) 0(A) 


_ bewiesen. Da P* und A beide in PM X enthalten sind, so wird sogar 
r | 0(P*) = 0(A) = 0(PN X); 
_ und hieraus folgt — } 
e. Bete esl A Xi ASP OC 
(10) Ist p eine ungerade Primzahl und A eine elementar-abelsche p-Gruppe, ist « ein 
; Del 
Endomorphismus von A mit (« — 1)? = 0, so ist yi a! =0 [und also «P = 1). 
i=0 


 Beweis. Ist zunachst J der Integritatsbereich der Polynome in einer Unbestimm- 
ten uw mit Koeffizienten aus dem Primkorper der Charakteristik p, so gilt: 


p=1'| 
(u — 1)? = uP —-1=(u—1) > wt. 
i=0 


Da aber wu — 1 kein Nullteiler aus J ist, so wird sogar 
pL 
(u— 1)? = > uf. 
; i=0 


Der Endomorphismenring der Gruppe A hat natiirlich die Charakteristik p, so daB 
der von 1 und « aufgespannte Ring 9 von Endomorphismen ein kommutativer Ring 
der Charakteristik p ist. Folglich gibt es einen w auf « abbildenden Epimorphismus 
von J auf 9; und hieraus folgt insbesondere 

pal 
(a —1)?-1= > af. 
i=0 
Aus 2 <p — 1 und (« — 1)? = 0 folgt unsere Behauptung. 
[Beweis und Resultate sind offenbar vielfaltiger Verallgemeinerung fahig.} 


(11) : Died. 


Beweis. Aus (7) folgt die Existenz eines Elements w der Ordnung p? in G. Sei W 
die eindeutig bestimmte, w enthaltende Komponente von o. Sei w der von w in P 
induzierte Automorphismus von P. Aus (9) folgt o(P) = 0(P 9 W)? und 


P®1 —= POW = Kernvonw—1. 


Insbesondere ist also (w — 1)? = 0. 


erfiillendes Element g in G. Da mit X auch X9 eine Komponente der normalen — 


eel oe eg ae Pew, eae 
\ e 
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Aus PO W +1 folgt wegen (4), daB W ein Normalteiler der p-Gruppe PW ist, 
und daB die nicht in W enthaltenen Elemente aus PW simtlich die Ordnung p haben. 
Wegen (2) ist P nicht in W enthalten und es gibt also ein nicht in W enthaltenes 
Element » in P. Dann ist auch wv nicht in W enthalten, so daB o(wv) = p ist. Be- 
denken wir, da8 mit v auch alle zu v konjugierten Elemente in der abelschen Gruppe P> 
liegen, und daB w der von w in P induzierte Automorphismus ist, so wird 


L = (wv)? = w? (wl? ywP-}) + y = WP OP Fe FOP th, 


p-1 
Aus w? +1 folgt also > w! +0. Wegen (w — 1)? = 0 folgt nun aus (10) das ge- 
wiinschte p = 2. aly 

(12) o(P)=4. 


Beweis. Aus (7) folgt [wegen (11)] die Existenz eines Elements w der Ordnung 4, 
das in einer eindeutig bestimmten Komponente W von o enthalten ist. Aus (9) folgern: 
wir 

o(P) SolhOow)};,, Peow=PaW]—Pnte 
und aus (4) ergibt sich, daB W ein Normalteiler der 2-Gruppe PW ist, und daB die 
nicht in W enthaltenen Elemente aus PW saémtlich die Ordnung 2 haben. SchlieBlich 
folgt aus (8) die Zugehérigkeit von w? zu P. 

Ist x irgendein nicht.in W enthaltenes Element aus P, so ist ew ein nicht in W ent- 
haltenes Element aus PW. Also ist o(x) = 2 = o(aw). Bedenken wir noch die Kom- 
mutativitat von P, so wird 


0 w= aw Lan == "wah = 
wegen 0(w) = 4. Ist aber x ein Element aus P 1 W, so wird x ow = 1. Damit haben 


wir gezeigt, dab 
ROW = Pity 


und also 

o(P) mae OCP. a) W)2 = 0 ({w2})? — 4 
ist. 
y) CP =P. 


Beweis. Hs folgt aus (3) und (11), daB (CP)? = 1 ist. Also ist der von 1 verschie- 
dene Normalteiler ©P von @ eine elementar-abelsche 2-Gruppe. Nun lat sich das 
Resultat (12) auch auf ©P anwenden, da es ja besagt: aus der Existenz einer nor- 
malen, einfachen, nicht-trivialen Partition von @ folgt, daB ein von 1 verschiedener, 
elementar-abelscher 2-Normalteiler von G notwendig die Ordnung 4 hat. Also ist 
o(@P) = 4; und aus PC CP folgt P = CP. 


(14) [G: P] =6. 


Beweis. Wegen (13) ist G/P im wesentlichen mit einer Gruppe von Automorphis- 
men von P identisch. Da P wegen (12) die elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 4 
ist, deren Automorphismengruppe die Ordnung 6 hat, so ist [G: P] ein Teiler von 6. 
Da G wegen (1*) keine 2-Gruppe und o(P) = 4 ist, so ist [G: P] durch 3 teilbar. 


~~, are eel Te eat. Seine ae ee OD ee) eae a ae a oe rs a y we at PL ae ’ * Yor 
Se af 4% aaa Sea ear ys i, P ‘ ~ Non > ‘ iy > r 
£ ’ ne es a 
Be . t we ) , : 
‘s A eB 4 ) 


> 


, 
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_Wegen (7) [und (11)] gibt es Elemente der Ordnung 4 in G, die nicht in P liegen 
kénnen. Also ist [@: P] auch durch 2 teilbar; und damit haben wir [@: P] = 6 dar- 
getan. 


(15) Ist X eine Untergruppe der Ordnung 3 von G, so ist X eine Komponente von o und 
ee MAS Tae PN OX, 


Beweis. Als von | verschiedene zyklische Untergruppe ist X in einer und nur 
einer Komponente X* von o enthalten. Aus 0(X) = 3 und (6) folgt wegen (11), daB 
o(X*) ungerade ist. Da aber 3 der gréBte ungerade Teiler von 


0(@) = 0(P)[@: P] = 24 


wegen (12) und (14) ist, so wird o(X*) = 3 und also X = X* eine Komponente von o. 

Ware X = YX, so ware o eine Frobeniuspartition und eine solche ist’ wegen 
Satz 4.1, (1) nicht einfach. Also ist X + NX. Ware PA RX +1, so erschlieBen wir 
zunachst aus der Tatsache, da P ein Normalteiler von G und 


(PAIS) or ko CPi Xx 1 


ist, daB sogar P71 CX = PA MX + 1 ist. Dann ist aber ein Element der Ordnung 3 
aus X mit einem Element der Ordnung 2 aus P ~ CX vertauschbar, so daB es ein 

' Element der Ordnung 6 in G geben wiirde. Ein solches Element ware aber in einer 
Komponente von o enthalten, deren Ordnung weder ungerade noch eine Potenz von 2 
ware; und dies ist wegen (6) und (11) unmdglich. Also ist PA 2X = 1. 

Damit haben wir gezeigt, daB JX im wesentlichen mit einer Untergruppe von G'/P 
identisch ist. Folglich ist o()t(X) ein Teiler von [G': P] = 6 [wegen (14)]. Da aber 
o(XtX) ein echtes Vielfaches von 0(X) = 3 ist, so wird 0(Xt(X) = 6, so daB G = P- NX 
sein mu. 


(16) G ist das Holomorph von P, so dafB G der symmetrischen Gruppe des Grades 4 iso- 
morph ist. 


Beweis. Aus (14) folgt, daB G eine zyklische Untergruppe X der Ordnung 3 ent- 
halt; und aus (15) ergibt sich, daB JLX ein Komplement von P in G ist. Wegen (13) 
ist dann 9(X im wesentlichen mit der Gruppe aller Automorphismen von P identisch, 
deren Ordniing ja 6 = [G: P] = 0(XX) ist. Also ist G das Holomorph von P. Da aber 
P wegen (14) elementar-abelsch der Ordnung 4 ist, so ist bekanntlich G der sym- 
metrischen Gruppe des Grades 4 isomorph. 


(17) ae eeG:. 
Dies folgt sofort aus (16) [und (12)]. 
(18) o besteht genau aus den zyklischen Untergruppen der Ordnungen 4 und 3 sowie aus 


den nicht in P enthaltenen zyklischen Untergruppen der Ordnung 2; kurz: o besteht aus 
den nicht in P enthaltenen zyklischen Untergruppen von G. 


Beweis. Da8 die zyklischen Untergruppen der Ordnung 3 Komponenten von o 
sind, ist in (15) enthalten. Ist X eine zyklische Untergruppe der Ordnung 4 von G, so 
liegt X in einer eindeutig bestimmten Komponente X* von o. Wegen (6) und (11) ist 


Ss 
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ie 
o(X *) eine Potenz von,2. Nun ist o(X*) ein Vielfaches von 4. Ware 0(X*) = 8, so | 


wiire X* wegen 0(G) = 24 [wegen (16)] eine 2-“Sylowuntergruppe von G, die natiirlich — 
P enthalten miiBte. P ist aber wegen (2) in keiner Komponente von o enthalten. — 
Folglich ist X = X* eine Komponente von o. : 

Jedes Element aus P liegt in einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 4 von G; | 
und jede Untergruppe der Ordnung 4 von @ hat einen nicht-trivialen Durchschnitt — 


'— mit P [wegen (16), (17)]. Da die Elemente aus G die Ordnung I, 2, 3 und 4 [wegen (16)] i 


haben, so ist damit (18) bewiesen. : 
Aus (12), (16), (17), (18) folgt die Notwendigkeit der im Satz A angegebenen Be- © 
dingungen (a), (b), (¢). 
Dem Beweis des Hinreichens dieser Bedingungen schicken wir den Beweis von 
Satz B voraus. ; 


Beweis von Satz B. Sei zunichst o nicht einfach. Dann ist unsere Bedingung 
sicherlich dann erfiillt, wenn o eine Frobeniuspartition [Satz 4.1, (1)] oder wenn G 
primar ist. Ist aber G nicht primar und o keine Frobeniuspartition, so folgt aus der 
Nicht-Trivialitat von o, daB G nicht nilpotent ist [Bemerkung 2.4]; und es folgt aus 
Satz 5.1, (c), daB G/*G@ eine von 1 verschiedene p-Gruppe und also ;}G keine p-Gruppe 
ist. Die Menge K der Elemente aus @ mit zu p teilerfremder Ordnung ist dann eine 
von 1 verschiedene, in 3G enthaltene, charakteristische Hatusche Untergruppe von 
G, Damit ist die Notwendigkeit unserer Bedingung dargetan. . 

Existiert umgekehrt ein nilpotenter, Hatischer Normalteiler H + 1 von G, ist aber 
trotzdem o einfach, so ist gewiB 3G + 1 und es wiirde aus dem bereits bewiesenen Teil 
des Satzes A [der Notwendigkeit der Bedingungen (a), (b), (c)] folgen, daB G@ der 
symmetrischen Gruppe des Grades 4 isomorph ist. Diese besitzt aber keinen von 1 
verschiedenen, nilpotenten, Hatischen Normalteiler; und aus diesem Widerspruch 
ergibt sich, da8 die Kinfachheit von o eine Folge der Existenz eines von 1 verschiede- 
nen, nilpotenten, Hattschen Normalteilers von G ist. Damit ist Satz B vollstandig be- 
wiesen. 


Beweis des Hinreichens der Bedingungen (a), (b), (c) des Satzes A. Ist G die sym- 
metrische Gruppe des Grades 4, so ist P = GG eine elementar-abelsche Gruppe der 
Ordnung 4; und man sieht sofort, da die nicht in P enthaltenen zyklischen Unter- 
gruppen von G eine normale, nicht triviale Partition ¢ von G bilden. Da G aber keinen 
von | verschiedenen, Hattschen, nilpotenten Normalteiler besitzt, so folgt aus Satz B, 
daB o einfach ist. 


Bemerkung. Ist o eine normale, einfache, nicht-triviale Partition der Gruppe G, 
so folgt aus Folgerung 3.6, da der Sockel GG von G entweder abelsch oder einfach 
ist. Ware SG abelsch, aber nicht primar, so wiirde SG wegen Folgerung 2.3 ganz in 
einer Komponente von o liegen, die wegen Lemma 2.5 ein Normalteiler von G@ wire im 
Widerspruch zur Kinfachheit und Nicht-Trivialitat von o. Also folgt aus der Nicht- 
Hinfachheit von GG, daB SG eine elementar-abelsche p-Gruppe ist; und hieraus folgt 
wegen Satz A, daB GG elementar-abelsch der Ordnung 4, G die symmetrische Gruppe 
des Grades 4 und o die Gesamtheit der nicht in G@ enthaltenen zyklischen Unter- 
gruppen von G ist. Damit haben wir gezeigt: 


-Einfache Partitionen j 
age we ; , 

Plat. o eine Banat, ee ted nicht- triviale Prater der Etia G,. 80 4 sbibedtor 
S G einfach und nicht-abelsch oder G ist isomorph der symmetrischen Gruppe des Grades 4 
ig na odie Gesamtheit der nicht in S@ enthaltenen ayklischen Untergruppen von @. 


“Ist G die Srameickcha: Gruppe des Grades 5, so ist S@ die Siternierende Gruppe des — 
G aces 5, also einfach und nicht-abelsch; und es ist [@: SG] = 2. Kine normale, ein- 
fache ah: nicht triviale Partition o von G besteht aus den zyklischen Untergruppen 
von G der Ordnungen 4, 5, 6. 

Dies zeigt, daB Existenz nicht-trivialer Partitionen, Binfacheit von ere ae Nicht- 
‘Einfachheit von G vertriglich sind. Wir werden diese Situation an anderer Stelle — 
; -genauer untersuchen. ‘ 
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Produkte nilpotenter Gruppen 


Von 


Orto H. KeaEu 


Eine Fragestellung von P. Hatt ((1], [2]) verallgemeinernd warf WIELANDT 1951 [4] 
die Frage auf, ob eine endliche Gruppe stets auflésbar ist, wenn sie sich als Erzeugnis 
von paarweise miteinander vertauschbaren, nilpotenten Untergruppen darstellen 
laBt. DaB auch jede endliche, auflésbare Gruppe eine solche Darstellung zulaBt, hat 
HAL in [1] gezeigt. Eine Verallgemeinerung der Hallschen Charakterisierung end- 
licher, auflésbarer Gruppen ist enthalten in folgendem, die Wielandtsche Frage be- 
antwortendem | 


Satz 1. Hine endliche Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn sie nilpotente Unter- 
gruppen Gy, ..., 4% enthalt, die GiG; = GG; fiir alle i,j (1 [i,j Sk) und 


G1Go°::-Gr=G 


erfiillen. 


Da es nach Hatt in jeder endlichen, auflésbaren Gruppe G bereits Sylowgruppen 
von G gibt, die eine solche Faktorisation von G leisten, so geniigt es also, die Auflés- 
barkeit von G nachzuweisen, falls G eine Faktorisation durch paarweise miteinander 
vertauschbare, nilpotente Untergruppen zulaBt. In [4], Satz 1 hat WIELANDT ge- 
zeigt, da es ausreicht, dies fiir alle Produkte G;G; = G;G; zu wissen. Satz 1 folgt 
daher aus dem spezielleren 


Satz 2. LaBt sich die Gruppe G in der Form G = AB mit endlichen, nilpotenten A 
und B darstellen, so ist G auflésbar. 


Unter der Annahme, dafi A und B teilerfremde Ordnungen haben, hat WIELANDT 
diesen Satz in [5] bewiesen. Dies ist in der Tat der Hauptteil des Beweises von Satz 2. 
Die Handhabe fiir die Erledigung des Falles, daB die Ordnungen von A und B nicht 
teilerfremd sind, liefert der folgende, wohl auch fiir sich interessante 


Satz 3. Die endliche Gruppe G ist genau dann nicht-einfach, wenn es Untergruppen A 
und B, A +1 + B, von G gibt derart, dag A mit jeder zu B konjugierten Untergruppe B9 
von G vertauschbar ist, und auBperdem G + AB gilt. — A oder B ist dann in einem echten 
Normalteiler von G enthalten. 


Beweis. Ist G nicht-einfach, dann setze man A = B = N, wobei N ein nicht- 
trivialer Normalteiler von @ ist. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung gezeigt. 
— Um sich ihres Hinreichens zu vergewissern, betrachte man Untergruppen A und B 
von G, die der Voraussetzung des Satzes geniigen. Sei 4; maximal unter den Unter- 
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gruppen von G, die zusammen mit B den Voraussetzungen des Satzes geniigen und A 
enthalten. Ist 4; Normalteiler von G, so sind wir fertig. Also konnen wir annehmen, 
daB N(A1) + G ist. Ist das Element 4 von G nicht im Normalisator N (A) enthalten, 
dann ist {A;, Ai”} + Aj, und {4), A,"* ist mit B und allen seinen Konjugierten 
vertauschbar. Wegen der Maximalitaét von A, ist dann G = {A1, Ay} B. 

Ks gilt nun BC N(Aj); denn giibe es ein b € B, b ¢ N (A), so wire G@ + A,B = 
= {A,, Ai"} B= G, was nicht geht. — Aber A, ist auch maximal unter den mit 
Bo die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillenden Untergruppen von @. Daher ist 
Ba CN(A;) fiir jedes g eG. Also ist {B%} C N(A,); und da A, in G nicht normal 
ist, so {B°} ein B enthaltender, echter Normalteiler von G. 


Bemerkung. Satz 3 enthalt eine wesentliche Verallgemeinerung eines Satzes von 
Szip [3]. — DaB Satz 3 allgemein in Gruppen gilt, die der Maximalbedingung fiir 
Untergruppen geniigen, also in Noetherschen Gruppen, ist klar. — Ohne Einschran- 
kungen gilt Satz 3 in folgender Form: Hine (beliebige) Gruppe G ist genau dann nicht- 
einfach, wenn es zwei Untergruppen A und B, A +1 + B, von G gibt, so dak A mit BY 
fiir gedes g © G vertauschbar ist und AB +G, jedoch {A, A} B = G gilt fiir jedes h eG, 
das A nicht normalisiert. 


Beweis von Satz 2. Angenommen, der Satz sei nicht richtig; dann gabe es unter 
den endlichen Gruppen, die Gegenbeispiele bilden, eine Gruppe G von minimaler 
Ordnung: G = AB = BA ist nicht auflosbar, aber die Faktoren A und B sind nil- 
potent. Nach [5] kénnen wir daraus schlieBen: (0(A), 0(B)) +1. 

Ist p ein gemeinsamer Primteiler von 0(A) und 0(B), so sind (nach [4], Satz 8) die 
p-Sylowgruppen A, und By, von A bzw. B miteinander vertauschbar. Nun ist aber 
G = ABg fir jedes g €G (denn g hat die Form g = ba, also ist G = AB* = A Bra = 
= AB); daher ist Ay, mit B,9 fiir jedes g EG vertauschbar. Da G nicht auflosbar 
ist, also auch keine p-Gruppe, so ist 4, By + G. Damit erfiillen A, und Bp in G die 
Voraussetzungen von Satz 3, und @ ist nicht-einfach. 

Ist K ein minimaler Normalteiler von G, so ist G/K durch AK/K und BK/K nil- 
potent faktorisiert und daher — wegen der Minimalitét von G — auflésbar. Da G 
aber nicht auflésbar ist, so ist K ein direktes Produkt isomorpher, nicht-abelscher, 
einfacher Gruppen. 

Ware nun AK eine echte Untergruppe von G, so ergibt der Dedekindsche Modul- 
satz, daB AK = A(AK QO B) nilpotent faktorisiert ist; und aus der Minimalitat 
von G folgt, daB 4K — und damit natiirlich auch AK — auflésbar ist. Das kann aber 
nicht sein; denn K ist nicht auflésbar. Daher ist AK = BK = G. Die Nilpotenz 
von A, Bund G/K ergibt dann: KAp = KB, ist ein Normalteiler von G. 

Nun ist A, mit jeder zu By unter G konjugierten Untergruppe vertauschbar, also 
auch mit jeder zu B, unter KA, konjugierten Untergruppe. Da aber KA» keine 
p-Gruppe ist, so folgt aus Satz 3, daB entweder A, oder By in einem echten Normal- 
teiler von KA, liegt. Ohne Beschrainkung der Allgemeinheit kann man daher an- 
nehmen, A » liege in einem echten Normalteiler von KA p. Sei L die normale Hiille von 
Ay in KAp, i.e. der kleinste Normalteiler von KAp, der A> enthalt. Dann folgt aus 
dem Modulsatz und aus L + KAy 


E=(LOK)A, mit D=LOK+K. 
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Jeder Automorphismus von KAp, der Ap festlaBt, 1aBt auch die normale Hiille LD | 


von A, in KA, fest; insbesondere léBt ein solcher Automorphismus von KA» auch 
den Durchschnitt D = LA K fest (denn als maximaler perfekter Normalteiler von 
K Ay ist K sogar charakteristisch), Nun induziert aber die Untergruppe A von G in 


5 


| 


dem Normalteiler KA, von @ eine Gruppe von Automorphismen, die natiirlich Ay 


festliBt. Daher ist A im Normalisator von D enthalten. Aber D ist als Normalteiler 
von K direkter Faktor von K, und G = KA; daher ist D normal in G@. Nun ist aber K 
minimaler Normalteiler von G; wegen D + K ist also D= 1. 

Wegen L = DAy = Ay heiBt das, daB A» Normalteiler von G ist. Als p-Gruppe 
ist A» auch auflésbar. Aber G/A> ist nilpotent faktorisiert, also — wegen der Mini- 
malitat von @ — auflésbar. Daher ist G auflésbar. Dies widerspricht jedoch der An- 
nahme, G sei nicht auflésbar. Dieser Widerspruch zeigt, daB es kein solehes Gegen- 
beispiel geben kann. — Damit ist Satz 2 (und also auch Satz 1) bewiesen. 

Fiir Anwendungen erweist sich der folgende Zusatz zu Satz 2 manchmal als niitz- 
lich: 


Zusatz. Ist G = AB mit nilpotenten (endlichen) A und B, und ist A +G@ + B, so 
ist entweder A oder B in einem echten Normalteiler von G _enthalten*). 


Beweis. Sei der Zusatz fiir alle Gruppen bewiesen, deren Ordnungen kleiner sind 
als 0(G). — Ist G eine Primargruppe, so ist alles gezeigt, denn jede maximale Unter- 
gruppe einer nilpotenten Gruppe ist Normalteiler. Daher kann man annehmen, o(G@) 
enthalt mindestens zwei verschiedene Primteiler. 

Sei NV ein minimaler Normalteiler von G, und gelte AN +G + BN, so erfiillen die 
Untergruppen AN/N und BN/N die Voraussetzungen des Zusatzes in G/N, also liegt 
— nach Induktionsvoraussetzung — eine von beiden (0. B. d. A. die Gruppe AN/N) 
in einem echten Normalteiler M/N von G/N; also liegt A in M, und der Zusatz 
stimmt in G. — Hs bleibt also nur der Fall zu betrachten, da8 fiir jeden minimalen 
Normalteiler N von G entweder AN = G oder BN = G (oder beides) gilt. 

Sei NV ein minimaler Normalteiler von G, und gelte AN = G; dann ist o(N) eine 
Potenz einer Primzahl p, denn G@ ist nach Satz 2 auflésbar. Sei A» die p-Sylowgruppe 
der nilpotenten Gruppe A; dann ist 4, eine p-Sylowgruppe von @ und auBerdem 
Normalteiler von G. Ist B also eine p-Gruppe, so ist B in dem echten Normalteiler A pN 
von G enthalten, und der Zusatz gilt. 

Man darf daher annehmen, daf 0(B) auBer p noch einen Primteiler q (+p) besitzt. 
Nach [4], Satz 8 ist die g-Sylowgruppe A, von A mit der q-Sylowgruppe B, von B 
vertauschbar, und Aq Bq ist eine g-Sylowgruppe von @. Da [@: A] eine p-Potenz 
ist, so ist jede g-Sylowgruppe von A bereits eine q-Sylowgruppe von G; daher ist By 
in Ag enthalten. Dann liegen mit By auch alle zu By konjugierten Untergruppen von 
G in Ag und daher auch der von ihnen erzeugte Normalteiler M. Da M in A liegt, 
so ist nach unserer einleitenden Bemerkung MB —=G anzunehmen. Das heiBt: 
Ag By = MBy = Ag ist ein Normalteiler von G, und [G : B] ist eine q-Potenz. 

*) Zusatz bei der Korrektur am 27.3. 1961: Unter Benutzung von Satz 2 hat inzwischen 
auch Herr Z, Janko unabhangig diese Aussage bewiesen. 
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Hat 0(@) nur die Primteiler p und q, so sind cite p-Sylowgruppe NA» und die 


q -Sylowgruppe Ag von G Normalteiler; @ ist also nilpotent. Dann gilt aber der Zu- 


-satz; denn in einer nilpotenten Gruppe ist jede maximale Untergruppe Normalteiler. 
_ Hat 0(@) aber noch einen dritten Primteiler r (p + 7 + q), so ist die r-Sylowgruppe B, 
von B in der r-Sylowgruppe 4, von A enthalten. Weil aber [@: B] eine q-Potenz ist, 
so ist jede r-Sylowgruppe von B bereits r-Sylowgruppe von G, so daB also _A, = B, 
_ eine r-Sylowgruppe von G ist. Da A und B nilpotent sind, so ist A, ein Normalteiler 
von G. Hs gilt jedoch AA, = A +G'+ B= BB,; die Existenz eines solchen Normal- 
q teilers war jedoch eingangs ausgeschlossen worden. — Damit ist der Zusatz bewiesen. 
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An Analogue of a Theorem of MAGNUS 


By 


Marvin GREENDLINGER *) 


In [2], W. Maanus proved that the normal closure of a cyclic subgroup of a free 
group determines the generator of the cyclic subgroup up to an inversion and a con- 
jugation. He used this result to show that every Nielsen automorphism of a group 
with a single defining relator maps this defining relator onto a free transform of 
itself or of its inverse. , 

In the present note, the number of symbols in the word W will be called the length 
of W and will be denoted by /(W). 

I am grateful to Professor WILHELM Maauus for his inspiration and guidance. 

Let F be a free group generated by: 


AY Oo pins are 


4) 


Let N be the normal closure of a subgroup, S, of F. Suppose there exists at least 
one set, &, of words, A,, Ag, ..., on the symbols azt with the following properties: 


(i) Sis generated by the A;. 
(ii) Every cyclic permutation of every A; is freely reduced. 
(iii) If B; is a cyclic permutation of A; and X; is a cyclic permutation of A;*1, then 


é 1 : 
either < ¢ of the symbols in B; can be deleted by freely reducing the product 
B;X;, or else j =1 and B; = Xj). 


We shall prove the following 


Theorem. N wniquely determines the cardinality of the set of. N determines the words 
in J wp to inversions and cyclic permutations. ' 


, 


Proof. Suppose N is also the normal closure of S’ and there exists a set, 7’, of 
words, Aj, Ay, ... , satisfying (i) —(iii). Consider all 1—1 mappings from the words in 
a subset, Z, of YW onto those in a subset, &’, of A’ which map each word onto a cyclic 
permutation of itself or of its inverse. Let y be one such mapping for which both @ 
and Z’ are maximal. 

Suppose that at least one of the sets (.f — Z) and (</’ — B’) is not empty. Say A; 
is a word of minimal length in the set (7 — B) U (/’ — B’). If we write A; around a 
circle obtaining the circular word C, and consider the group, G, determined by the 

*) Work on this problem was supported by the National Science Foundation Post-Doctoral 
Fellowship 40102. 
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Theorem of Macnus 


- generators: 


and the defining relators 
A As Ao, Na 


we can apply Corollary IT of [1], since A; ¢ N and therefore A, = 1 in G. We obtain 


one of the following possibilities 
Case I. C is Aj! written around a circle 
Case IA. Ape: 
Then p(Ax) = 4,€ 2%’, implying i +j. It follows that all the symbols of some 
cyclic permutation, B;, of A; can be deleted by freely reducing the product B;X;, 
“1 This violates property (iii) for 


where X; is an appropriate cyclic permutation of AC 
case cannot occur. 
This violates the 


the set .7’. We conclude that this ¢ 
Case IB. A, EB: 

Then we can extend the mapping, y, by setting y(A,) = A;. 

maximality of both Z and &’. We conclude that a case cannot occur. 

Case II. C contains disjointly U and V, each 2 = of & eyelie permutation of some 

1 respectively, with 


Cay cyclic permutations of Ax; and A; contain U*+! and V2 


A#: 
5 5 
= (Ax) and L(V) 6 1(A)). 
- 7. It follows that Se 


Hoy > 6 
Case ITA. At least one of the two words, Az and Aj, belongs to Z: 
i of the 


Say A;ye@W. Then p(Az) = 4; € 4, implying: 
symbols of some cyclic permutation, B,, of A; can be deleted by freely eae the 
product B,X;, where X; is an appropriate cyclic permutation of A’;*!. This violates 
property (iii) for the set .7’. We conclude that this case cannot occur. 

Case ITB. 4, éB and A,¢ FB: 

It follows from the minimal poe of A, that 1(A;) <1(A,) and 1(A;) <1(A)). 
Therefore, 1(A;) 21(U) + lV) >= > (Ax) + a1(A 1) 5) (4;). We conclude that 

tar a cyclic permutation of 


this case cannot occur. 
Case III. C contains disjointly 7, U, and V, each > 5 


H1. 
Say cyclic permutations of A;, A;, and Am contain 71, U~1, and V=!, respective- 
Ds 
> 9 l(Am). 


some Aj}: 
1 
1(Ax), 1(U) > 5 1A), and 1(V) 
+). It follows that sas > 


a 
ly, with 1(7') > S 
Case IIT A. At least one of the three words Ay, Ai, and Am belongs to #: 
, implying 7 4 


Say A; belongs to Z. Then p(Ax) = A, EF 
of the symbols of some cyclic permutation, B;, of A, can be deleted by freely eae 
the product B,X;, where X; is an appropriate Prete permutation of A’;"1. This 
violates property (iii) for the set 7’. We conclude that this case cannot occur. 


Case IIIB. A, EF, Ai¢ B, and An ¢ B 


M. GreENnDLINGER 


It follows from the minimal eae of A; that (Ai) 4 ds), u 4 ) = Es pave and. 
1(A;) < l(Am). Therefore, 


1(Aj) = U7) +1(U) + UV) > 5 Ap) Fe 5 du, ; Am)= ba, 4 


: We conclude that this case cannot occur. 


It follows that the set (7 — Z) U (#’ — B)is ‘nie and so y is a mapping of L 
onto ./’. This proves the theorem. 


Corollary. If a group G is presented by means of defining relators alee (ii) - 
(iii), and if some complete set of free transforms of the images of these relators under a 
Nielsen automorphism « of G also satisfies (ii) and (iii), then the restriction of « to the ; 
relators is the product of two mappings, B and y, where B is a permutation of the set of 
defining relators, and y maps each defining relator onto a free transform of itself or of its ; 
inverse. 
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Primitive Matrix Rings*) 


By 


Epwarp ©. Posner * *) 


Recently ({1], Theorem 1; [2], Proposition 2; [3], Theorem 3.4; [4], p. 57, prob. 7) | 
several authors have shown that if R is a ring containing a unit, and Ry, the ring of 
n X n matrices over R, is primitive, then so is FR itself. This is done by classifying the 


_ unital modules over Ry. In this paper, we do the same for arbitrary rings. The modi- 


fications are not as trivial as usual. 


Theorem 1. Let R be a ring, n an integer => 1, and Ry the ring of n x n matrices over 
R. Let M be a left Ry- module. Let Ry M = M, and let M have no trivial submodule 


(i.e., Rnm = 0 forme M implies n m = 0). Then M arises from. an R-module M. That 
is, there exists a left R-module M and n isomorphisms fi; : M—>M;cM such that 


M=M 1 eS one M n When M is considered as an R-module over the subring of scalar 
matrices of Ra, and such that, if re R and ri ts the element of Ry whose only non-zero 


entry is anr in the jth place, then ri; acts on M by mapping every M;, into zero, except for 


M j, which it maps into M; as fi(r fy 1 M;) j). Furthermore, the M;, are unique and equal to 
I; M, where I; denotes the right dent of Ry consisting of those matrices whose only non- 


zero entries are in the 1” row. In addition, RM = M, M has no trivial submodule, and 
M is faithful as an Ryn-module if and only if M is faithful as an R-module, M is irredu- 
cible if and only if M is irreducible. 
Proof. Since R, M = M, every element of M is a sum 
mote: tm, menM, lstsn. 


Let Jz, 1 <k <n, be the left ideal of Ry consisting of matrices where kt» column 
is the only column with non-zero entries. Then Jz J; = 0, 1 +k, so that, if 


Mm=Me+te+mn, meiM, 1Sisn, 
Jymz = +++ = Jimn = 0, Jim = 0. But Jem = +++ = Jnm1 = 0, 80 that Rpm 
= 0, m; = 0. This shows that M=1,M +-:- + InM. Let M be an abstract 
R-module isomorphic to M 1 = 1,M by an isomorphism f; = M —> M,. We shall 
define isomorphisms fj; : Mi; > M; such that fiz is the identity on Mj, and fyx fig = fix. 


*) Supported in part by a National Science Foundation Grant to Yale University. 
**) T am indebted to Professor ROSENBERG of Northwestern University for valuable discussion 


in the preparation of this paper. 
Archiy der Mathematik XII ad Pet 


98 E. C. Posner ARCH. MATH. 
We then define fj : M—>M j as fifi. (The mapping pEnpeng. of the ry will be autom- 
atically fulfilled.) Let mj; M,, so that 


m=amite+anmin, myeM, lojsn, gel, 1Sk <n. 
Let a denote a, with its it? and jt" rows interchanged, and define 
3 fy (m) = aP ma +++ + a? man: 
To verify that fj; is well-defined, suppose 


aymiy + *** + anMin = 0, 
and prove . 

a) ma see a) min =A I 
Now for 1 <k <n, ry acting on aY my +--+: + a min is equal to rx; acting on 
aymiy + +++ + An min, and hence is zero. But rz ;, 1 +j, also annihilates this element, 
which is therefore annihilated by Ry, and hence is zero. Thus fi is well-defined. 
Similarly, fj is one-to-one, and compatible with the action of R, The other properties 


of the fj; are also immediate. Furthermore, M 1 has no trivial submodule, as is easy | 
to see, and RM, = Mm, for 


Mic M = RyM = R2M = (J, +--+ da) (ite + In) MU = 
a Jy IgM toes Ibo Mice Ry ee ee 


Since RM; c M;, M; = RM, by directness. To prove uniqueness, let M be ex- 
pressible as an internal R-module direct sum Ny, he aS Nn, where Ry acts on 
this sum as matrices. Then for all re R, 74;Nj c Ni Mi, rix Nj = 0, & +j, so that 


Ry M = Ry(Nit ++? + Na)C N10 M1 +++ Na Mn, 
My +++ Mn = M1 0NMy +++ Nang. 
Thus, MOM= M,, Nim MG, Nee M; as required. 


Next, M is a faithful R,-module if and only if My is a faithful R-module. For if . 
r € R, and r acts as zero on Mi, then 71; acts as zero on M. And if the matrix a = (aij) 
annihilates M, then the jot column of a annihilates M j, Since the other columns 
always do. But the tot component of the image of My, under the matrix which is 
zero except in the jot? column where it agrees with a, is a; dott, (M;, ); thus aj,;, 


annihilates all of M and thus is zero if My, is faithful. Since 79, j9 were arbitrary, 
a = 0 as required. 


Finally, M is irreducible if and only if M, is irreducible. For if N is a non-zero 
submodule of 1/1, then 
N + fia(W ysh< a efit N)=M, 


and thus N = M. Conversely, if My, is irreducible as an R- module, we prove that 
for all m € M not equal to zero, R,m — M. Suppose we want p; + -:: + py to be 


eet) “%, oe ry . . a“ aS 
“ ‘ x x 
“a ‘ 
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in Kym with each p; € Mj. Suppose the first, say, component m, of m is not zero. 
Choose aij = 0, 7 +1; ai, so that ajym , = pj, as we may do since Rm, = M\. Let 
a = (ay) € Ry; then am has its it component equal to ayym, + ++: + dinmn = pi 
as required. This completes the proof of the theorem. 

One may ask to what extent the hypotheses can be relaxed in Theorem 1. If Rn, 
and so #, have a unit, then every left R»y-module is a direct sum of a unital date 
and a trivial module. Thus R, M = M is equivalent to the absence of a trivial sub- 
module of MW, and one of these two conditions cannot be relaxed without relaxing 
the other. And if & has absolute right divisors of zero, and K is the ideal of absolute 
right divisors of zero of R, then K,M is a non-zero trivial submodule of M for any 
faithful R,-module M. (Ky, may be shown to be the ideal of absolute right divisors 
of zero of Ry.) Thus if we are interested in possible counterexamples with M faith- 

- ful and having no trivial submodule, we need only consider rings R with no unit and 
no absolute right divisors of zero. Such an FR lacks a right unit, for if re = r for all 
rin R, then s(r — er) = 0 for all r, s in R, so that r — er = 0 for all r in R, and e 
is a left unit. We shall construct for every such R and n = 2 a left Ry»-module M 
which is faithful, has no trivial submodule, but does not arise from a left R-module MW. 
Namely, first consider the left R,-module of all ordered pairs (a, m), a€ Rn, m 
an integer, with componentwise addition, and module action b(a, m) = (ba + mb, 0). 
Consider the trivial submodule of this module, that is, the set of all pairs (a, m) 
with ba + mb = 0 for all b in Ry. We claim that the quotient module M of the 
original module by its trivial submodule has the required properties. First, M is 
faithful. For if 6 annihilates every element of MW, then b(0, 1) is in the trivial sub- 
module, cb = O for all c in Ry, b = 0. Second, M has no trivial submodule. For if 
b(a, m) is in the trivial submodule for every 6 in Ry, then cba + chm = 0 for every 
b, cin Ry. Thus ba + bm = O for every b in Ry, so that (a, m) is in the trivial sub- 
module of the original module, as required. We can and shall think of MW as the set 
of sums a + m, ae Ry, m the n X n scalar matrix with entry the integer m, a + m 
being identified with zero if ba + mb = 0 for all 6 in Ry. Suppose M arose from 
an R-module M as M = My toe | Mn with R,, ae on this sum as matrices. 


Then the identity matrix 1 can be written as mj + **: + mn, ME M alae Sa 
and each m = p; + di, pi € Rn, di a scalar matrix of the integer d;. By definition 


of matrix action, J; = 0), 7 = 2, Chus for all r in &, 


rj (pi t+ di) =0, i+)9, sothat ry (1) = yj = ry pj + dj 747. 


Examining the jjt" component of both sides, we find r = rp\/) + djr for all r in R, 
d; —1 is in Ry as the scalar matrix of —p%”. By absorbing dj — 1 into p; and 
changing notation if necessary, we can write mj = pj + 1, pje Roe le 7. 
Since n < 2, some p; + 1 is annihilated by some J;, 7 +). But if p isin Ry, p + 1 
is not annihilated by any J;. For let re R, 7 + i, and consider 7; € J;, so that 


A ao 
Examining the jit components of this equation, we find rpy +1 = 0, — pi is a 


right unit for R. This contradiction completes the proof. 


7* 
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Now consider the condition RyM = M but M with trivial submodule, although | 
faithful. We find an R without unit and faithful Re-module M such that Re M = M > 
but M does not arise from an R-module M. Let R be the ring of even integers, 
Z(2”) the subgroup of the rationals mod 1 consisting of those rational numbers whose 
denominator is a power of 2. Define the Ry-module M as Z(2°) @ Z(2”) = Ni+ Ne 
say as an additive group, but with module action 


ar + 2bs ¢ 
ar ON rN ae 
(¢ H () ~ \or+ds 
A routine check shows that M is a faithful Re-module with RM = M. (The trivial 


submodule of M consists of 
0 d ( 0 
9} an a2) 


We must prove that M does not arise from an R-module M. let M= My + Me 
where Re acts on M, + Me as matrices. Then 


2 0 
: >) w=, 


so that M i= Ny, M 2 = Nog. We thus must prove that there do not exist R-module 
isomorphisms fj; : Ni; > Nj, fyi fig = identity on Nj, 7,7 = 1,2, such that Rez acts on 
Ni @ fig(Ni) as matrices. In particular, we would have 


(> ole) = C0") 


so that 2f21(s) = 4s. Thus the homomorphism 2/2; : Ng — Nj, has a kernel of four 
elements, so that fg; is not an isomorphism. This completes the proof. 
We now apply Theorem 1 to the problem of the title. 


Theorem 2. Let k be a ring, n an integer =1. Then Ry, the ring of n x n matrices 
over R, is left primitive if and only if R itself is left primitive. 

Proof. If M is a faithful irreducible left Ryn-module, R, M = M and M has no 
trivial submodule. Reference to Theorem 1 completes the proof. 


_ To prove the next theorem, we need the following lemma, which may be of inde- 
pendent interest. 


Lemma. Let R be any ring and Ry the ring of n x n matrices over R. Let Q be a semi- 
prime ideal of Ry (two-sided ideal modulo which there are no nilpotent ideals). Then 
Q = Py, P a semi-prime ideal of R. Conversely, if P is a semi-prime ideal of R, then 
P,, is a semi-prime ideal of Ry. 


Proof. If P is a semi-prime ideal of R, and J is a two-sided ideal of Ry with 
I® c Py for some integer hk, let J be the ideal in R of coefficients of elements of J, 
so that J, > 7. However, 


Jp Ohndn hac ls Je aPy i (isk Pree Inc Pn, IcPn, Pn semiprime. 
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Conversely, let Q@ be a semi-prime ideal of Ry. Let P be the two-sided ideal of R of 
coefficients of elements of Q. Then P,>Q, but P2cQ) PaicQ! Py =Q)\By the 
above, P is semi-prime. 
The above lemma is true with “‘prime’” replacing ‘‘semi-prime”’. But it is even 
true with “left primitive” replacing “‘semi-prime’’, as the next theorem shows. 


_ Theorem 3. Let R be any ring, Ry the ring of n x n matrices over R. Then the two- 
sided ideal Q of Ry is left primitive if and only if Q = Pn, P a left primitive ideal — 
of R. 


Proof. If P is a left primitive ideal of R, with M as a faithful irreducible left 


module for R/P, then (R/P)y has M @... @ M as a faithful irreducible left module. 
But (R/P), is isomorphic to Ry/Pn, so Pp is a left primitive ideal of Ry. (This 
- argument is well-known.) 
Conversely, if Q is a left primitive ideal of Ry, then Q is semi-prime, so that Q = Pn, 
P an ideal of R. Since R»/P» is left primitive, so is (R/P), and hence 2/P, as re- 
quired. 


Corollary. The radical of Ry is Nn, N the radical of R. 


Proof. The radical of Ry is the intersection of the left primitive ideals P, of Rn, 
P a left primitive ideal of R. Thus a matrix is in the radical of Ry if and only if 
every component of the matrix is in every primitive ideal of R, i.e., if and only if 
every component of the matrix is in V, N the radical of RF, i.e., if and only if the 
matrix is in Vp. 

This is proved in [5], p. 11, Theorem 8, using the characterization of the radical 
as the largest quasi-regular left ideal. 
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Ein Satz iiber Frobeniuserweiterungen 


Von 


FrrieprRicu KAscu 


1. In einer friitheren Arbeit [1] habe ich den Begriff der Frobeniuserweiterung ein- 
gefiihrt und u.a. den besonders im Hinblick auf die Galoissche Theorie der Ringe 
interessierenden folgenden Satz bewiesen: Unter gewissen Voraussetzungen tiber den 
Ring S ist eine freie Ringerweiterung &/S dann und nur dann Frobeniuserweiterung, 
wenn der Ring aller Endomorphismen von FR als S-Rechtsmodul Frobeniuserweite- 
rung des Ringes R! der Linksmultiplikatoren von F ist. Kiirzlich konnten T. Naka- 
yaMa und T. Tsuzuxku [2] beweisen, daB die dabei von mir iiber S gemachten Voraus- 
setzungen tiberfliissig sind. In dieser Note méchte ich zeigen, da man einen besonders 
iibersichtlichen und kurzen Beweis dieses Satzes in der in [2] angegebenen allgemeinen 
Fassung fiihren kann, wenn man sich von meinem urspriinglichen Beweis in [1] véllig 
frei macht und nicht, wie das auch noch in [2] geschieht, duale Basen benutzt. 


2. Wir stellen im AnschluB an [2] einige Voraussetzungen zusammen. Es sei # ein 
Ring mit 1-Element und S ein Unterring mit dem gleichen 1-Element. Betrachtet 
man # als S-Rechtsmodul, dann ist H; = Homs(Rs, Rg) ein Ring, der den Ring R? 
der Linksmultiplikatoren von F als Unterring enthalt. Wegen R! ~ R wollen wir fiir 
R! wieder R schreiben, was hier nicht zu Irrtiimern fiihren kann. In H, ist der Modul 

r = Homs(Rsg, Ss) enthalten. Schreibt man die Anwendung von h ¢ A, auf xe R 
als h(x), dann ist H, ein R-R-Modul und F, ein S-R-Modul. Analog seien H; = 
= Homs(sh, sk), Fj) = Homgs(sR, s8) erklart. Die Anwendung vonhe H; aufxe R 
schreiben wir in der Form (x)h; dann ist F, ein R-S-Modul. 

Die beiden folgenden Bedingungen (%,) und (57) sind dquivalent und definieren R/S 
als Frobeniuserweiterung : 


(Sr) a) R& besitzt eine endliche Rechtsbasis (= freies Erzeugendensystem) iiber S; 
b) es gibt einen Isomorphismus g der S-R-Moduln F, und R. 
(2) a) R besitzt eine endliche Linksbasis iiber S; 
b) es gibt emen S-S-Homomorphismus y von R in S mit den folgenden Eigen- 
schaften: 
1) Zu jedem f € F; gibt es ein re R mit f = ry, d.h. F; = Ry (bei dieser 
Schreibweise wird y als Element aus F, betrachtet) 
2) aus (Rr) p = 0 folgt r = 0 fiir re R. 


> 


Damit aquivalent sind auch zu (9,) und (7) analoge Bedingungen (3z) und (,), die 
wir hier jedoch nicht brauchen. 
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Den Isomorphismus ¢ in ($,) nennen wir einen rechtsseitigen Frobeniusisomorphis- 
mus und den Homomorphismus yp in ({) einen linksseitigen Frobeniushomomorphis- 
mus. 


3. Sei jetzt wy, ... , Wy eine Rechtsbasis von R/S, dann stellen die durch 
. FF = = = 
ed MO s| 0 fir tag C piece) 
 definierten Abbildungen d,,... ,d, ¢ H, eine Linksbasis von H, iiber R und ebenso 


eine Linksbasis von F’, itber S dar. Zur Vorbereitung des Satzes beweisen wir die 
folgenden Kigenschaften von H, und F,: 

(1) Fir jedes fe F, gilt: H,f = Rf. 

(2) Zu beliebigen Elementen fy, ...,fn€ Fy gibt es einhe AH, mit dh = fi (i = 1,..., n). 


Beweis. 

(1): Wegen en Hr cae [(x) eS fiir jedes x € R; daraus folgt fiir beliebiges h € Al;: 
f(x) = h(1f(x A(1) f(x), also hf = h(1)f. 

(2): Das es 7; © R habe die Basisdarstellung 7; = S w;8;;, dann folgt aus der 
Definition der d; unmittelbar 7=1 


n n 
dy > ride = > syed; 
t=1 t=1 


da man die s;; € S beliebig vorgeben kann, folgt die Behauptung. 
Nun sind wir in der Lage, den fraglichen Satz sehr einfach zu beweisen. 


Satz. Ist R ein Ring mit 1-Element, S ein Unterring mit dem gleichen 1-Element und 
besitzt R/S eine endliche Rechtsbasis, so gilt: Dann und nur dann ist R/S Frobenius- 
erweiterung, wenn Homs(Rs, Rs)/R Frobeniuserweiterung ist. 


Zum Beweis des ersten Teils zeigen wir, daB man den rechtsseitigen Frobenius- 
isomorphismus g von F, und # zu einem linksseitigen Frobeniushomomorphismus yw 
von H, auf R fortsetzen kann. Definiert man y durch 


n n 
(Sra ‘)y= dre (d;) fir YridieH,, 

t= 4=1 t=1 
dann ist y offenbar ein zweiseitiger R-Homomorphismus von H, auf &. Dafiir haben 
wir die in (;) angegebenen Eigenschaften zu beweisen, wobei jetzt H, baw. R an 
Stelle von R bzw. S zu treten hat. Ein R-Linkshomomorphismus von H, in F ist ein- 
deutig durch die Bilder der Linksbasis d;, ... , dn bestimmt. Wegen (2) gibt es zu vor- 
gegebenen fi, ..., {fn ¢ F; einh € H, mit djh = f;. Daher gilt (dih)y = (fi) vy = p(fi); 
da gy ein Isomorphismus von F’, und RB ist, folgt die erste Eigenschaft eines Frobenius- 
homomorphismus. Sei jetzt h ¢ H,, h +0, dann gibt es ein xe & mit h(x) +0, und 
folglich existiert ein d; mit djh = 0. Wegen dh € FP, und da ¢ ein Isomorphismus ist, 
folgt (dih) p = y(dih) + 0, womit auch die zweite Kigenschaft eines Frobeniushomo- 

morphismus bewiesen ist. 

Zum Beweis des zweiten Teils des Satzes zeigen wir umgekehrt, dai der nach Vor- 
aussetzung vorhandene linksseitige Frobeniushomomorphismus py von H, auf # ein- 


‘eae aie aes | in NL se a I A ole ai, ME dE dik fb a ae Sma dE A i 
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geschriinkt auf F, einen rechtsseitigen Frobeniusisomorphismus von F’, und R liefert. 

- Fiir diese Einschriinkung schreiben wir p, so daB also (f) = (/)y fiir f € F, gilt. Da yp 
ein zweiseitiger R-Homomorphismus ist, ist zundichst g ein S-R-Homomorphismus ~ 
von F, in R, 

Behauptung: @ ist ein Monomorphismus. Fiir f ¢ P, folgt aus p(f) = (/)y = 0 zu- © 
nichst (R/)y = 0 und wegen (1) sogar (H;/)y = 0, also nach Voraussetzung f = 0. 
Behauptung: ¢ ist ein Epimorphismus. Fiir beliebiges r « R wird durch : 


djomr, dijo tir 41 


ein R-Linkshomomorphismus o von H, in R definiert. Dazu gibt es nach Voraus- 
setzung ein hc H, mit o = hy. Dann folgt p(dih) = (dih)y = r, d. h. ist ein Epi- 
morphismus. Damit ist der Beweis beendet. 

He Wir weisen noch darauf hin, daB8 wir beim zweiten Teil von der Voraussetzung, daB 
oe eine Rechtsbasis von R/S existiert, nur in der Form Gebrauch gemacht haben, daB 
/ eines der Basiselemente von H, iiber R bereits in F, liegt. Fiir den Nachweis, daB die 
eS Kinschrankung von wy ein Monomorphismus ist, haben wir sie nicht benutzt. Es erhebt 
a sich die Frage, ob diese Voraussetzung iiberhaupt zu vermeiden ist. 
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Uber die Assoziativformel und die Lechsche Formel 
in der Multiplizitatstheorie 


Von 


Hans-Joacuim NastToup 


Die Assoziativformel fiir die Multiplizitat eines Parameterideals (vgl. [8], S. 41) 
wurde fiir geometrische lokale Ringe erstmals von CHEVALLEY [2], fiir beliebige lokale 
Ringe von Nagata [6] bewiesen. SchlieBlich gab Cu. Lecu [5] einen vereinfachten 
Beweis an mit Hilfe der hier als Lechsche Formel bezeichneten Beziehung 


Q(81 3 ws ey) = lim — 
: Nj—co mM My 
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Eine Assoziativformel fiir Parameterideale in bezug auf einen Modul auf dem Lech- 
schen Wege bewiesen findet sich bei Hasicur [3]. Inzwischen haben sich homolo- 
gische Methoden in der Theorie der lokalen Ringe als fruchtbar erwiesen (AUSLANDER- 
BucusBaAvuM [1] und SERRE [9]). Es interessiert daher ein Beweis der Assoziativformel 
in diesem Rahmen. Da in der Literatur m. W. ein solcher nicht vorhanden ist, soll 
hier im Anschlu8 an [1] und [9] ein kurzer induktiver Beweis der Assoziativformel 
fiir endlich erzeugte Moduln iiber einem beliebigen noetherschen Ring gegeben wer- 
den. Wir benutzen dabei nur drei einfache EKigenschaften des Symbols e(H, 71, ... , xr), 
die dieses nach [1] kennzeichnen. Man erhalt diese wie in [1] unmittelbar aus dem 
Zusammenhang der Multiplizitat mit dem Koszulkomplex. Letzterer ist fiir die 
Schnitttheorie in der algebraischen und arithmetischen Geometrie nach SERRE [9] 
grundlegend. AnschlieBend gewinnen wir umgekehrt aus der Assoziativformel die 
Lechsche Formel, welche sich zur Berechnung der Multiplizitat in Tensorprodukten 
als sehr niitzlich erweist [4]. 


1. Das Symbol e(E, x1,..., x,). A sei im folgenden stets ein noetherscher Ring, 


kommutativ mit Einselement, H ein endlich erzeugter A-Modul. x = 2},...,2%y, 
¥y = Y1,--., Ys usw. bezeichne Systeme von Elementen aus dem Radikal) r(A) von 
A, y= (a1,..., 2%), ) = (y1,.--, Ys) usw. die von ihnen erzeugten Ideale. 


Das Elementsystem x = 21,...,2,C (A) erfiille nun beziiglich des A-Moduls E 
die Voraussetzung: E/y E v.e.L. (von endlicher Lange). Dann ist 1/(H/r" £), die Lange 
von E/x”E, endlich und fiir groBe n ein Polynom in n, das Samuelsche Polynom 
P,,(£, n) [9]. Aus SERRE [9], chap. III entnehmen wir die Gleichheit der folgenden 
drei Zahlen: 


(i) Grad des Samuelschen Polynoms P, (4, n). 


1) Gemeint ist das Jacobson-Radikal, der Durchschnitt aller maximalen Ideale von A. 


uy 
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(ii) Maximale Linge m einer Primidealkette po © pi GC... m2) aus A mit.Ann (£) c 
C po 3), me? 
In der Serreschen Bezeichnung bilden die Primideale » 3 Ann (HZ) gerade die 
, Varietat’’ V(#) von E. 


(iii) Minimalanzahl r von Elementen x = 2), ..., a C 1(A) mit H/r# v.e.L. 


Wir bezeichnen diese Zahlen als die Dimension von HZ: dim #. Nach (ii) ist 
dim H = dim A/Ann(#) und nach (i) der Grad des Samuelschen Polynoms gleich 
dim H, also von ry unabhangig. 

Wir definieren nun das Symbol e(H, x), ausfiihrlich e4 (EH, 2, ..., xr), folgender- 
mafen. 


Definition. Fiir x = 21,...,a,c r(A) und E/rE v.e.L. sei 


e(H, x) fir dim H =r 
OB rit y.625 tr) = OPE Hen) {0 sonst, d.h. fiir dim EB < r, 
wo A den Differenzenoperator (AP) (n) = P(n + 1) — P(n) bedeutet. 

Nach Definition ist fiir (71,..., 2) = (y1,..., yr) e(H#, x) = e(E, y). Das Symbol 
e(H, x) hangt also nur von dem vom Elementsystem x erzeugten Ideal y und der 
Zahl r ab und ist, falls H die richtige Dimension besitzt, gleich der iiblichen Mul- 
tiplizitat e(H, x). Die hier gegebene Definition ist fiir unsere Zwecke niitzlich und 
erspart Fallunterscheidungen. 

Nach SERRE [9] und AusLANDER-BucHsBAUM [1] gilt, wenn H;(H, x) die i-te 
Homologiegruppe des Koszulkomplexes K4(H, x) [1] von # zum Elementsystem x 
bezeichnet : 

Ks ist 


é(h, x) = 4 (Ex) = S (— laa (EL, x)). 


= 


—) 


Damit ergeben sich unmittelbar (s. [1]) die folgenden Eigenschaften von e(Z, x): 
A) Ist 
0+ EH’ +-H—> EE" +0 


exakt und E/yH v.e.L., so sind auch E'/y E' und E"'|y EB" v.e.L., und es ist 


e(H, x) = e(H’, x) + e(H”, x) 
( Additivitdt von e(E, x)). 
B) e(H, x) = 0 genau dann, wenn dim E < r. 
C) Ist x, Nichtnullteiler von BE, so ist 


e4 (B21, 66.5%) = eAl@n) (Ei late Bi, Uy ss 5 BpH1) j 


ferner e(H, 2) = 1(E). (Hier ist (@) = (0) zu setzen und E/(O)E2E v.e.L. 


vorauszusetzen. ) 


2) pC q heiBt pcq und p + q. 
3) Ann(#) = Annullator von EZ, die Menge der Elemente xe A mit x- H = 0. 
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Satz 1. e(H, x) ist durch die Higenschaften A)—C) eindeutig charakterisiert. 


Beweis. Wir zeigen die eindeutige Bestimmtheit des Symbols e(#, x) durch In- 
duktion nach der Elementezahl r von x. r= 0:C). Es sei also e(#, x) schon fiir 
alle Elementsysteme x der Linge r— 1 eindeutig bestimmt. Dann ist fiir « = a1,..., 
w,C t(A) und H/r# v.e.L. dim # <r (nach Definitionseigenschaft (iii) von dim 2). 
Nach SERRE [9], chap. I gibt es nun in H eine Reihe von Untermoduln 


Ee= Ey) EniyD...D Ey = (0) 
mit #;/Hy-) =~ A/p;, p; Primideal in A, pj ¢V(#). Mit A) und B) ist nun 


n n 


e(E, x) = > e(A/pi, x) = > e(A/pi, x) = > U(E,)-e(A/p, x), 


i=1 i=1 dimp =r 
dimp=r 


letzteres weil /(#,) = Anzahl der p; = p, insbesondere = 0 fiir p¢ V(E). Fiir die 
in der letzten Summe auftretenden ) ist (A/p)/r (A/p) 2 A/p + 4 v.e.L. Ware 
Ly E ), SO ware 


Se t= oS (Gi scide ota) 
also (A/p)/(a1, ... , Xp-1) (A/)) v.e.L., d. h. dim (A/p) S r — 1, entgegen dim p = r. 


Somit ist x, Nichtnullteiler von A/p und mit A = A/(a;), p = p + (ay)/(a) CA 
ist nach C) 


GE) > I(E,)-e(A/p, x) = Part (EL i eA (AD; 21,'-++  %p1)3 
dim p=r dim p=7 
und die e4(A/p, 2, ..., x1) sind nach Induktionsvoraussetzung bereits eindeutig 
bestimmt. Dasselbe gilt also auch fiir e(#, 21, ..., x). 


2. Die Assoziativformel. Im AnschluB an den Beweis von Satz 1 beweisen wir nun 


Satz 2 (Assoziativformel). Ist x, y = %1,...,%r,Y1,...,Y¥sC t(A) und El(x, y) # 
v.e.L., so gilt 


(1) e(H, x,y) = > e(A/p, «) ete (Hy, y), 


wober p alle Primideale von A, die zu E/y) E minimal assozivert sind, also alle minimalen 
Primoberideale von ) + Ann(B), fiir die dim p + dim E, = dim E, durchlduft. Die 
zweite Summationsbedingung kann weggelassen werden: Sie gibt, falls nicht alle Sum- 
manden verschwinden, genau die von 0 verschiedenen Summanden an. 


Bemerkungen. 1. Fiir alle minimal zu #/¥ E assoziierten Primideale sind e(A/), x) 
und e4p(#,, y) definiert, d. h. es ist 
a) (A/p)/z(A/p) v.e.L.: Die Voraussetzung E/(z,)) # v.e.L. ist mit A/(z, )) + 
+ Ann(E) v.e.L. aquivalent. Nun gilt p> + Ann(#), also x + p(x, ) 4 
+ Ann(F) und folglich (A/p)/z(A/p) 2 A/z + p v.e.L. 

Folgerung: dim p = dim A/p <r und = r genau dann, wenn e(A/p, x) + 0. 
b) £,/y HZ, v.e.L.: Dies ist gleichbedeutend mit 


Apt) + Ann (By) = Ay|(y + Ann(E)) 


SAS Se TE RY ee ee et la FA SS PUR Ce he ee) ye pany SSeS ee eee 
~ ey ‘ ’ rhe . ; re — 
;* iv «i 
‘ ' 
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v.e.L., und letzteres ist aquivalent damit, daB p minimales Primoberideal von — 
t) + Ann(Z), also p minimal assoziiert zu H/t H ist. 
Folgerung: dim Z, <s und = s genau dann, wenn e4p (Ey, y) + 0. 


2. Fiir dim E <r +s (nach Voraussetzung ist dim # <r + s) sind beide Seiten 
von (1) gleich 0. Dann ist némlich dim (A/Ann(2)) < r+ 8 und folglich fiir dim p =r 
dim (A,/Ann(#,)) = dim Fy < s, also 

e4n (Hy, y) = 0, 
wahrend fiir dim p < r 
e(A/p, x) = 0 


ist. Ist dim B = r + s, so ist nach den Folgerungen unter 1. dim p + dim #, = dim # 
aquivalent mit dim p—r und dim #,=s. Damit ist obige Aussage tiber die 
zweite Summationsbedingung bereits bewiesen. 


3. Fir dim E =r-+ ss ist nach Ubergang zu A’ = A/Ann(E) das System der 
r-+s Elemente x’, y’cr(A’) ein Parametersystem fiir A’(dim A’ =r +s und 
A’/(r’, y’) ist v.e.L.). 


-Beweis von Satz 2. Zunachst ersetzen wir die nach den vorausgehenden Bemer- 
kungen aquivalente Summationsbedingung ,,p minimal assoziiert zu H/yH# und 
dim » = r* durch die aquivalente Bedingung ,,p¢ V(Z/y#) und dim p = r“: Da 
fiir p¢ V(E/yE) p> + Ann(Z) und wegen (A/y + Ann(Z))/r(A/y + Ann(Z)) ~ | 
~ Al(z,) + Ann(#) v.e.L. dim(A/y + Ann(Z)) <r ist, ist dim p=~r gleich- 
bedeutend mit der Eigenschaft von p, minimales Primoberideal von y + Ann(Z£) 
zu sein, also mit ) minimal assoziiert zu E/y # und dim p = r. 

Wir definieren nun 
(2) f(H,x,y)= > e(A/p, x) e4?(Ey, y) 
peV(E/n£) 
dim p=r 
und beweisen unsere Behauptung e(Z, x, y) = {(E, x,y), indem wir zunachst einige 
Kigenschaften von f(H, x, y) nachweisen, die den Eigenschaften A)—C) von e(E,x) 
entsprechen. 


Hilfssatz A. [st 
OS Sh = FS 6 


exakt und E/(z,)) H v.e.L., so sind auch E'|(r, y) E' und E''/(x, y) EB’ v.e.L., und es 
ist 


f(E, x,y) ca f(E", x,y) “F t(E", x,y). 
Beweis. Wir bezeichnen die genauen Summationsbereiche in den Summen f(£), 
{(#’) und f(#”) mit S, 8’ und 8’. Es ist mit 
S = {p|poy + Ann(Z), dim p =r, dim £, = s}, 


S’= {p|poy + Ann(Z’), dim p = r, dim Ey = 8} 
und 


8S’ = {p|p>y + Ann(2”), dim p =r, dim By = s} 


af 
r. 
r 


5 - 
Vol. XII, 1961 Assoziativformel und Lechsche Formel 109 


S'S" cS: Aus peS’ folgt poy + Ann(H’) >) + Ann(Z£), dim p = r und wegen 


4 dim £, = s auch dim Ey, =s, d.h. peS. Letzteres ergibt sich aus der Exaktheit 


von 0 un > EB, > FE, rh, die dim #, = Max(dim H,, Hy) zur Folge hat. Diese 
Beziehung et tient guiabioh aS 8”: Ist némlich ‘fir p eS etwa dim E, = 3, 
so ist HZ, + {0} und folglich p> Ann(#’), also p>) + Ann(#’), d.h. p ae) Aus 
der Exaktheit von 0 > E, > By > FB, + 0 erhalt man fiir p ¢ § mit Eigenschaft A) 
von e(H, x) 


e(Ey, y) =e (Ey, y) + e(BY, y). 


— Somit wird 


(4, x,y) = de(Alp, x) oe = ae. x) r (e(Ey, y) + e(Hy,¥)) a 
= > e(A/p, x) -e vy) +) ¢ e(A/p, x) -e(Zy, y) = f(E', x,y) + f(B", x,y), 


S,dim By =s dim Hy =s 


da S’ = {p|peS, dim EZ, = s}, S’” = {p|peS, dim Hy = s}. 


Hilfssatz B. f (2, x,y) = 0, wenn dim H <r-+s. 


Beweis. Bemerkung 2. 


Hilfssatz C. Ist ys Nichtnullteiler von E, so ist 


PoC Lei tote Yi, oes) SO (Eye Wy Das cs APU Pan Men), 
ferner 
F(T, Lin ees CESS) = yS e(A/p, x)-l(E,). 


peV(£) 
dimp=7 


Beweis. Die letzte Beziehung ergibt sich unmittelbar aus der Definition (2) von 
f(E#, x, @). In diesem Fall ist némlich der zweite Faktor in der Summe f(#, x, 2) 
gleich e4p(L,, @) = 1(E,) nach Kigenschaft C) in 1. Zur ersten Beziehung bemerken 
wir, daB fiir pe V(E/y£), also poy + Ann(£), und dim p=r ys auch Nichtnull- 
teiler von E, ist. Mit A = A/(ys), p = /(Ys), B= Blygh. y yy, Yet a (CY) 
gilt somit nach Eigenschaft C) aus Abschnitt 1 
eAn (Ey, y) = 0 ( Hy Yi, «0, Ys) = Cn 01) (Ha Ys Nyy Y 1) os 3Ye-1) = eAp (Es, Y1,--+,Ysti)-. 
Ferner ist e(A/p, x) = e(A/p, x), da p> (ys), und die Mengen p eV (E/E), dim p = r 
und pe SOHN i ain p =r sind kanonisch eineindeutig aufeinander bezogen. 
Nun ist 


fA (By, y) = ye e(A/p, x)-e4p(E,,y) = > e(A/p, x)- e4p (Hy, Y1, +++) Ysa) = 
peV(E/9E) peV(E/DE) 
dimp=r dim p =r 


= fA(#, OW eone: resy) = (Al) (Bly. H, v1, ... eps UL ese) 


Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir e(H, x, y) = /(#, x, y) durch Induktion 
nach der Elementezahl s des Systems y = y1,..., Ys: Fiir s = 0 folgt die Behaup- 
tung aus der zweiten Formel in Hilfssatz C und 
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e(E,x)= > e(A/p,x)-UEj) = > e(A/p, =) -U(Hy) 
ere aes 


(s. den Beweis von Satz 1). ; 
Angenommen unsere Behauptung sei fiir alle Elementsysteme y der Linge s — 1 
schon bewiesen. Dann ist nach Hilfssatz A und B wie im Beweis von Satz 1 fir 


HH, 6 MY HY Ys 
{(B, x,y) = > UE,)-f(Alp,*y)- 
dimp=r+8 
Wir setzen nun A/p = E’. Es ist ys Nichtnullteiler von H’: Fiir p € V(£) ist, da 
E|(x, )) B v.e.L., (A/p)/(z, 9) (A/p) v.e.L., also wegen dim Alp =f -P@ A se0e Tr, 
a1, ...,¥Ys ein Parametersystem fiir A/p, d.h. sicher ys¢ p, ys also Nichtnullteiler 
von BH’. Somit wird nach Hilfssatz C 


f(B', x,y) = fA (B'|y gE’, 1,44. Gry Yi soo Yo) = 
e—— eAl) (E' lys EH’, X1,-+-,%r, Y1; sa Ys-1) 


nach Induktionsvoraussetzung. Nach Eigenschaft C) von e(#, x) ist aber der letzte 
Ausdruck gleich e4(H’, x1, ..., &r, 1, +...» Ys), insgesamt also 


I(A/p, x, y) = e(A/p, *, y). 


Dies in obige Formel eingetragen ergibt 


{Lx y= 5: L(H,)-e(A/p, x,y) = e(#, x,y) w.Z, b. w. 
dim p=r-+s 
Nach Definition unseres Symbols e(H#, x, y) ergibt sich aus unserem Satz 2 die iib- 
liche Assoziativformel fiir Parameterideale. 
Ist.) a, = 04,0... ep Yas oy Ye € ¥ (A), dim F = ye & und Hit, bh) 2 were 
d.h. ist x, y ein Parametersystem beziiglich E, so gilt 


(3) e(H, x + 9) = > e(A/p, x) - e49(H,, py), 


p minimal assoziiert zu H/yH, dim p + dim E, = dim E, wo jetzt die Symbole 
e(H, x +»), e(A/p, x), e4»(E,, y) die Multiplizitaten der Ideale y + y, x, y beziiglich 
der Moduln H, A/p, #, bedeuten. Hier ist im Gegensatz zu Satz 2 die zweite Sum- 
mationsbedingung fiir die Richtigkeit der Formel (3) unentbehrlich. 

Die Assoziativformel (3) gilt vermége eines von NortHcorr und REEs [7] ange- 
gebenen Reduktionsprozesses unter der schwécheren Voraussetzung: 

r, ) sind Ideale cr(A), die analytisch disjunkt beziiglich E sind, und es ist El(x, 9) 
v.e.L. Vergleiche dazu [7] und [3]. An die Stelle des maximalen Ideals m dort hat 
hier das Radikal r(A) zu treten. 


3. Die Lechsche Formel. Mit Hilfe unserer Assoziativformel (1) beweisen wir nun 


Satz 3 (Lechsche Formel). Ist x = 21, ..., &C t(A) und E/rEH v.e.L., so gilt 


; 1 rs 
cc e(B, #) = lim 1 (a, os 28), 


S 

_ Vol. XII, 1961 Assoziativformel und Lechsche Formel 111 

— wo unter lim der iterierte Limes lim (lim (... (lim...)...)) wnabhdngig von der Reihen- 
Nj—>0o Ny>CO Ny—>0o Ny—>co 


folge verstanden werde. 


Bemerkung. Bei Lucu [5] wird die Existenz des Limes lim bewiesen. Dies ist 
Min nj—oo 
eine scharfere Aussage als die Existenz des iterierten Limes, die wir beweisen. Fiir die 
Anwendung geniigt aber stets die letztere. 


Beweis von Satz 3. Wir beweisen (4) durch Induktion nach der Lange des Ele- 
mentsystems x. Fiir die Liinge 1, also x = x, folgt unmittelbar aus den Definitionen 


e(H, x) = lim = -1(B/(x") #). Unsere Behauptung sei nun schon fiir alle Element- 


n—->oco 
systeme der Lange s bewiesen. Wir beweisen sie fiir das Elementsystem 2, y1,... , Ys 
der Linge s + 1: Nach der Assoziativformel (1) ist 
. CREE cs) = SS e(A/p,x)-e(H,,y), minimal assoziiert zu H/(y) EL, 


und nach Induktionsvoraussetzung 


e(H,, y) = lim 


nico 


UB (y, 5s") By) , 


Mm °°"Ns 


CUE iat <5 Ys) a 


Nj—>co 


> e(A/p, x) -U(By/(yf!, --. yf*) Bp) , 


) minimal assoziiert zu H/(y) EH. 


N1°°° Ns 


Nun stimmen die zu E/(y)£ minimal assoziierten Primideale, die minimalen Prim- 
oberideale von (y) + Ann(#), mit den zu E/(y,...,y¥')H minimal assoziierten 
Primidealen, den minimalen Primoberidealen von (yj, ..., y*) -+- Ann(£), iiberein. 
Die obige Summe wird somit gleich 


> e(A/p, &) 1 (BYP, »-. + Ys") By) = eB] (yt, -.. Ye") B, 2) 


(Assoziativformel fiir den Modul H/(yj',...,y%5)E und das Hlementsystem x, @), 
d.h. es ist 


6 (Hit sane, ts) == lim — 1. e( By, ...,y) EB, x) = 


noo TALS OCs 
= lim dim 1. 1(B)(am, y, ..., y) B) = 
nj—-oo Ny °°) Ns » +00 
=lim lim ——_ —-1(Ej(a”, y™, ...,y) EB) w.z.b.w. 
NN1°** Ns 


njirod N>oo 


Da e(E, x) nicht von der Reihenfolge der Elemente in x abhangt, sind die iterierten 
Limites unabhangig von der Reihenfolge stets dieselben. 
. Umgekehrt liefert auch unser Satz 3 wie in [5] die Assoziativformel (1). 

Ebenso einfach ergibt sich aus unserer Assoziativformel (1) der 


— Poe ee 


ae ee 


2 it ip wiad | 


aT Se eek Pk ee Beale en AS SE ee ae ee Se a re Oe See ee 
IN te oe Si viet ; oY . ~~ Ca 
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Satz 4. Ist x,y = 1,-0.5, Urs Yr ++ Ys CU(A) und E|(t, 9) # v.e.L., 8o gilt 


(5) e(H, x,y) = lim Te ale E+ yeh), 


MmNn--+oo 


wo lim wieder als iterierter Limes aufzufassen ist. 
m,n—->co 


Beweis. Nach (1) ist 
e(H, x,y) = > e(A/p,x)-e(Hy,y),  P minimal assoziiert zu H/y EL. 


Somit wird 


e(B, x,y) => e(Alp, a): lim £2 1(B,/y" B) = lim © e(A/p, #) -U((E|9"B)), 


noo 


p minimal assoziiert zu E/y” FE, 
also 


e(H, x, y) = lim *_ + ¢(E/y” H, x) = lim =~ lim 2 UE/ym EB 4 y)"B) w.z.b.w 


n—-co noo m-—+>co 


Zusatz. Entsprechend den Bemerkungen am Ende von 2. gilt (5) auch unter den 
dort angegebenen schwacheren Voraussetzungen. 


Anwendung auf die Berechnung der Multiplizitat in Tensorprodukten und vollstén- 
digen Tensorprodukten: In [4] wird die Lechsche Formel auf die Berechnung der 
Multiplizitaét von Idealen in lokalisierten Tensorprodukten lokaler Ringe angewandt. 
Dasselbe liefert natiirlich auch die Lechsche Formel in unserer Fassung. Entsprechen- 
des gilt fiir Moduln und vollstandige Tensorprodukte. 
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Uber die Zentralindices der Ableitungen 
einer ganzen transzendenten Funktion 


Von 


RupDOLF GORENFLO 


co 
0. Die Funktion g(z) = 2 ajz/ sei ganz transzendent, und mit |z| = r bezeichne 
0 


m(r,g) das Maximalglied, »(7) den Zentralindex von g, v,(r) den Zentralindex von 
g™, n 2 1. Dann gilt, wie durch Induktion leicht zu sehen, v(r) — n < vp (r), und 
zwar scharf in dem Sinne, daB es Funktionen g gibt, fiir die nicht tiberall das Zeichen 
< gilt. Wesentlich schwieriger ist es, yy nach oben abzuschatzen. Fiir eine durch g 
bestimmte Menge gegen oo strebender Werte r gilt 


(0) yn(r) S(1+ dalr)) v(r), nZl, dba(r)>0. 


So gilt!) nach WirricH 
1 
bn (7) = On (va *°(r)) 


mit beliebig kleinem 6 > 0, nach CLUNIE 


v(r) 


Tos v(r) ° OSes 


On(r) < 2nv-1(r) log? y(r) fir 1<n < (1—e) 
Diese Resultate sind mittels der Wiman-Valironschen Vergleichsmethode gewonnen. 
Arbeitet man — anders als in bisherigen Untersuchungen — statt mit einer speziellen 
mit einer méglichst aJlgemein gehaltenen Vergleichsfunktion, so kann man (0) ver- 
scharfen und prazisieren?). Dies ist das Thema dieser Arbeit. 


1. Zunachst?) werde die Vergleichsfunktion F (0) betrachtet. Mit einer ganzen Zahl 
N = 0Osei 


co j —1 
(1) F(e)= > bj 03, bv>0, by = by-( I] P| 
j=N - \k=N 41 


iUDe) ee Nace ey = 0, Py Pye <P 00); 


also y(o, F) =j genau in P; So < Py fir 7 2N. 


: ig as 
(2) 0 <9(9) = log (ZL) <0 NUNS) G28 NOs Sou 


1) Vel. [5], 8S. 10, und [1], S. 39ff. 
2) Vel. die Andeutung in [2], S. 84f. 
3) Val. [2], § 1 (S. 8—10). 
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log P; = log Py+1 + Dx p(k) fiir GENti. 


Die Folge g(j) lasse sich fiir # = N + 2 zu einer an a y (a) mit folgenden 
Wachstumseigenschaften 4) interpolieren : 


(a) va) > 0 fir c2N+2. eS 


(b) Fiir hinreichend groBe « wachse (a) monoton. : +) 
(d) Es sei & : 
a2 
p(x) = o(z:) 
\ \ , 3 A, 
bei a —> oo, und fiir hinreichend groBe x wachse aun kae monoton. ~ 
(g) Bei x > co sei p(x + 0(x)) ~ p(a). , q 
(h) Fiir hinreichend groBe x sei p(2”) [4 (zx). a 
(i) _ Es existiere ; 
_ (x) 
A ie Ne : 
Beziiglich (i) unterscheiden wir die 3 Faille ; ; ; 


(oc). Aeon: (BY 10 28 Meco. ty) te Oe 


2. Es sei v(o, F) = v, v(0, F™) = rm gesetzt, und o liege stets in einer hinreichend ~ 
kleinen linksseitigen Umgebung von P, v sez also stets hinreichend grof. Alle asympto- 
tischen Aussagen beziehen sich auf 9 — P — 0, also auf y + oo. ; 

Nach diesen Vorbereitungen bemerken wir, da in P, < 9 < P,,, sicher yy, <_ 
< — n ist, wenn®) 


JG —1)+++(GG—n + 1)b; oi” ie oe 
ey u(we ly Sle in Ah eee fir j =u. 


Ks ist nimlich 
m(o, FM) Sve (vy —n +1) bo". 


Da wegen »y — n < yy sicher u > vy + 1 ist, gilt (3) erst recht, wenn sogar 
, bj y] —? * . 
(3) (sta) Brest fir j =m, mw passend, 


wegen (1), (2), (b) also erst recht, wenn, 7 = » + p gesetzt, 


4 cS we Be neh ee 7 Ba 
(4) A De Toa hl  oNeGa: ee (frp ie re 
4) Die Benennung dieser Eigenschaften ist in Analogie zu [2], 8.9, durchgefiihrt. Von besonderem 


Interesse sind Funktionen p(x) ~ (x) mit im Sinne von [3], S. 17, logarithmisch-exponentieller — 
Funktion y(x), deren Wachstum zwischen 1 und x*/log x liegt. 


>) Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des in [1], S. 39ff., fiir spezielle Vergleichsfunk- 
tionen angewandten Verfahrens. 


# . —n + 1 


piel. 
pee yy,” 
< 


Py suacithitieres der linken Seite von (3’) gibt naémlich 


y+ p es 
nlog; at oP EET 


Unser Ziel ist die asymptotische Bestimmung e einer Folge po = Poly j=yu—ve ae 


mit der (4) fiir p > po gilt, Mit dieser ist 
(5) E Yn <9 + pol») — 


cv 1 
6) Se at Ra O0<c<¢@, 
fiir den Fall (7) der Einfachheit halber 
1/2 
-(6,) lsnS7n(r) (+) , O< yn (vr) +0 beliebig langsam. 


Mit (6,) gilt um so mehr (6), und in allen 3 Fallen ist 4 
(6’) bs ns hy) = ov): 
Unter diesen Voraussetzungen gilt der 


- Hilfssatz. Es existiert eine monoton gegen 0 fallende Folge e(v), mit der (4) fiir p = 
> e(v)v gilt. . 


Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB es zu jedem ¢, 0 < e < 1, ein y, gibt, mit dem 
(4) fir »2>7,, p = ev gilt. Wir verwenden (6), (6’), (b), (d), (h). Fir p = v ist 
y+ p<2p, also A < log (2p), andererseits 

log p 
B= B+ (yc 
Fir ev Sp S vist y+ p <2», also A < log 3, andererseits 


> log (2p). 


Damit ist der Beweis erbracht. 
Nach dem Hilfssatz geniigt es, (4) zu befriedigen unter der Beschrankung 


(7) l<pSp<e(v)v, 0<e(ry) 0. 


Zur Erleichterung der Schreibweise bezeichne LH; = H;(y) eine jeweils passende Funk- 
tion mit H;(v) > 1. Wegen 


Pi Diane 5 
BZ anhioe) — ? 
(man beachte (b) und (g)) und 
n—1 ih 
A =1og(1 + 4) —tog(1 a les | -— Ey = A* 


(man beachte (6’)) gilt (4) sicher, wenn mit (7) sogar 
S* 
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(v) : 
(8) Q(p) =p? — (1+ 201 2) p — 2 Ba(n —1)m ; eal ‘ 
Diese in p quadratische Ungleichung folgt aus A* = HS aa : 


Aus (8) folgt, da man unter («) po = #32622, unter (8) po = n(2H44 + 1) 
nehmen kann. Unter («) allgemein, unter (f) fiir » = 1 erhalt man dies durch Be- 
stimmen der gro&ten Nullstelle von Q(p), unter (f) fiir n = 2 ist O(p) = Esn? — 
— Egn> 0 in p= po. Mit (5) ergibt sich so®) 


(9) ee HL (SOG Hee MA CY ea 


v 


mit von » unabhangigem 6(7). 

Unter (y) ist wegen (7) mégliche Lésung po = max (1, p*), wenn p = p* groBte 
Nullstelle von Q(p) ist. Man findet mit (6,) po = 6, also mit (5), da v, ganzzahlig 
ist, 


(10) Vy Sv+1l—n fir v2. 


Hierin ist yp von n unabhangig. 
Als Ergebnis notieren wir 


Satz 1. Hat F(o) die in 1. angegebenen Eigenschaften, so gilt bei 9 > P — 0 in den 
Féillen («), (8) unter der Voraussetzung (6) die Abschdtzung (9), im Falle (y) unter der 
Voraussetzung (6,,) die Abschdatzung (10). Beide Abschdtzungen gelten gleichmapig") fiir 
die jeweils zugelassenen Werte n. 


co 


3. Die Funktion g(z) = S a;2z) set ganz transzendent. 
0 


Wir bendtigen einige in [2], §8 bis § 11, hergeleitete Resultate8), die hier zusammen- 
gestellt seien. F'(0) hat den Konvergenzradius P und ist im Falle P = oo ganz 
transzendent von der Ordnung 2 = lim Loe Im Falle P < oo ist jede beliebige 


a—>00 
Funktion g mit F vergleichbar, im Falle P = co jede Funktion g, die hinreichend 
stark langsamer anwachst als F (hierfiir reicht hin, daB g von kleinerer Ordnung als 
F ist). g sei mit F vergleichbar, %& sei die Ausnahmemenge, & die Vergleichsmenge. 
% umfaBt entweder alle hinreichend groBen Werte r oder eine abzahlbare Menge 
gegen r = oo sich haufender Intervalle. Im Falle P < co ist & von endlichem loga- 
rithmischem MaBe. 

r liege in B und strebe, Ausnahmeintervalle iiberspringend, gegen co. Nach der 
Saxerschen Form der Wiman-Valironschen Vergleichsmethode®) ist mit » = (r, g) 
und passendem @ = 0(r) auch y = y(o, F) und 

j= G—a 1) [ag] pest aa Lop ore 
vers (yv—n-+ 1) |ay| re—nm = y-?+(y — n+ 1) by orn" 


6) Unter (/) fiir n = 2 ist (9) beziiglich (8) nicht scharf. Die scharfe Abschatzung ist sehr 
unhandlich. 

*) in dem Sinne, daB in (9) d(x), in (10) v9 nicht von n abhangt. 

8) speziell [2], S. 33, Satz 9, und 8. 43f. Die benétigten Resultate gelten, wie ein Durchlesen 
ihrer Beweise lehrt, auch noch unter den hier in 1. gegen [2], 8. 9, reduzierten Voraussetzungen 
tiber p(x). 9) Vel. [4], S. 210ff., [1], S. 40f., [2], S. 40. 
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Ist fiir 7 = w die rechte Seite dieser Ungleichung < 1, so ist es um so mehr auch 


ihre linke Seite, und wegen 


m(r, 9g) Syn — n+ 1) a,| °-” 


ist dann »(r, 9) < uw — n. Nach 2. (Satz 1 und seiner Herleitung) gilt also 


Satz 2. F geniige den in 1. angegebenen Voraussetzungen, die ganze transzendente 
Funktion g sei mit F vergleichbar; weiter sei jetzt aber y = v(r, 9), vn = v(r,g™), 
reB, roo. Dann gilt in den Fallen (x), (B) unter der Voraussetzung (6) die Ab- 
schitzung (9), im Falle (y) unter der Voraussetzung (6,) die Abschdtzwng (10). Beide 
Abschdtzungen gelten gleichmdpig fiir die jeweils zugelassenen Werte n. 


Mit p(x) ~ x log? x und p(x) ~ x/a, 0 <a < oo, erhalt man die in [1], Theorem 6 
und Theorem 7, angegebenen speziellen Resultate, beziiglich der zugelassenen Werte n 
etwas schwacher. Abschatzungen von v», fiir beliebige Funktionen g erhalt man mit 


co 


, ea ; 1 é 5 
Funktionen q, fiir die ~ 7 < co; diese gelten auBerhalb einer r-Ausnahmemenge 
N+2 


endlichen logarithmischen MaBes!°). Beispiele sind 
q—1 
Ole) wr 0 aoe = 1S (a) ~ “(TT low) logy rated 2olueerees On 
I 


Mit p(x) ~ x log; x, j = 1, erhalt man Abschatzungen der Gestalt (9) fiir beliebige 
Funktionen g endlicher Ordnung; bezeichnet L(s) das logarithmische Ma8B des in 
0 <r Ss liegenden Teiles der Ausnahmemenge, so ist L(r) = o(log r) bei r — co1!), 
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Eine Beziehung zwischen Liésungen adjungierter Randwertprobleme 
bei elliptischen Difterettia air oR ere, 


Von 


JOACHIM J AENICKE 


: 


M 


Wir betrachten folgendes Randwertproblem A: Gesucht sind zwei Funktionen : 


u(x, y), v(«, y), die in einem Gebiet 7} Lésungen eines linearen elliptischen Differential- _ 
gleichungssystems 
"eo te — by = alts y) w+ Ble WY + e@¥), 
Uy + ve = a(x, y)u + B(x, y)v + C(x, y) 
sind und auf dem Rand % die Randbedingung 


(2) a(s)u + B(s)v = f(s) 
erfiillen. 
Wir machen folgende Annahmen: 
. & sei einfach zusammenhangend, 
. K sei stetig gekriimmt, 
a(x, y),..., €(, y) seien H-stetig in §, 
oes B22 0, 
. a(S), B(s) seien H ets differenzierbar; dabei bezeichnet s die Bogenlange auf Rt. 


He ae 


Ks sei aber erwaéhnt, daB man dieses Problem auch behandeln kann fiir mehrfach 


zusammenhangende Gebiete und in Fallen, in denen die anderen Voraussetzungen 
verletzt sind [8], [5], [6]. 


Mit dem Problem A ist nach W. Haack [2], [3], [4] gleichzeitig ein adjungiertes 
Randwertproblem A* gegeben: Gesucht sind zwei Funktionen W (x, y), Z(x, y), die in 
@ Losungen des elliptischen Systems 


We Fy Sb WH be 
Wit Ze am sak 


sind und auf ‘kt die Randbedingung 


(3) 


(4) y(s) W + 6(s)Z=0 
erfiillen mit 
aky oa ‘ dx d d 
(5) c(R) = {8(s), y(s)} = {e ree rae ral 


1) Vorgetragen am 13. 9. 1960 auf dem 5. Osterreichischen MathematikerkongreB in Innsbruck. 


. 


paki ks ra eee tL alan 
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Die Lésungsverhiiltnisse des Randwertproblems A werden durch die Charakteristik 


_n der Randbedingung (2) bestimmt; das ist eine ganze Zahl, und zwar die Anzahl der 


- Umdrehungen des Randvektors 


M) = {B(s), a (s)} 


beim einmaligen positiven Umlauf um ‘ht; diese Umdrehungen zihlen negativ, wenn 
sich a(t) entgegengesetzt zur Tangente von Xt dreht. 


Nach den Existenzsatzen von W. Haack [4], I. N. Vexua [8] und Jon. Nrrscue [7] 
ist das Randwertproblem A im Falle x < 0 unbeschrankt lésbar; dagegen existiert 


im Falle n > 0 genau dann eine stetige Lésung, wenn c, c und /(s) Integralbedingungen 


genugen. 
Will man diese Lésbarkeitsbedingungen aufstellen, so braucht man dazu die ex- 


_ plizite Kenntnis der Lésungen des adjungierten Randwertproblems A* 2). 


Da die Bestimmung von Lésungen dieser Probleme mit elementaren Methoden im 


_allgemeinen nicht moglich ist, wollen wir untersuchen, ob man nicht die Lésungen des 


eee Problems elementar aus den Lésungen des homogenen Problems A, also 
An, (¢ = ¢ = 0, f(s) = 0) berechnen kann. Dann wiirde es in einem Anwendungsfall 
geniigen, daf} man die Lésungen des Randwertproblems A; kennt. 


Die Charakteristik des adjungierten Problems A* ist bekanntlich 


—n+1.° 
Wegen n > 0 ist das eine Zahl <= 0. Nach W. Haacx [4] haben die Loésungsfunktionen 
W, Z des adjungierten Problems | —n + 1| = n ~ 1 gemeinsame Nullstellen erster 


Ordnung im Innern des Gebietes bzw. weniger mehrfache oder Randnullstellen [6]. — 
Die Lésung W, Z ist durch diese vorgebbare Nullstellenverteilung bis auf einen kon- 
stanten Faktor eindeutig bestimmt. 

Wir leiten eine Relation ab, der diese Loésung W, Z geniigen mu, 

Fiir uw, v benutzen wir folgende Funktion: Eine Lésung des Problems Aj, die in den 
vorgegebenen (W, Z)-Nullstellen Polstellen entsprechender Ordnung und in einem 
variablen inneren Punkt (£, 7) einen Pol erster Ordnung hat. 

Eine solche Lésung u (a, y; €, 4), v(x, y; &, 4) existiert nach den bekannten Existenz- 
satzen und ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 

Nach W. Haack [2], [3] gilt nun iiber jedes Gebiet, in welchem w, v stetig differen- 
zierbare Lésungen des homogenen Gleichungssystems (¢ = c = 0) aus Problem A und 
W, Z stetig differenzierbare Loésungen des adjungierten Differentialgleichungssystems 
(3) sind, der Integralsatz 


P(—Wu+Zn)dx + (Zu + Wr)dy =0. 


2) Kiirzlich gab I. N. Vexua neue Bedingungen fiir die Existenz einer stetigen Losung des 
Randwertproblems positiver Charakteristik an [9], die nicht die Losungen des adjungierten Pro- 
blems benutzen. Jedoch wird dabei eine Losung mit Polstellen des inhomogenen Problems A be- 
nutzt, die von c, ¢ und f(s) abhangt. Das Randwertproblem A muB also (mit Polstellenvorgaben) 
neu gelést werden, wenn man die inhomogenen Glieder abandert. Auf diesen Umstand machte mich 
mein Lehrer, Herr W. Haack, aufmerksam und gab mir die Anregung zu der vorliegenden Unter- 
suchung. 


4 
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Wenn wir diesen Integralsatz iiber unser Gebiet °} anwenden wollen, so missen wir. 
die Punkte, in denen wu, v Pole haben, in bekannter Weise herausschneiden und durch 
Grenzwerte auswerten. Dabei gilt sofort folgendes: In allen Polstellen von wu, v, auBer 
in der Polstelle (&, 7), haben W,Z entsprechende Nullstellen, so daB die zugehorigen 
Randintegrale alle einzeln im Grenzwert gegen Null konvergieren. Es bleibt das Rand- 
integral iiber einen Kreis f vom Radius 9 um den Punkt (&, 7) zu untersuchen: 


ine (= Wu + Zo)de + (Zu + Wv)dy. 
is 


Nach dem Ahnlichkeitsprinzip von L. Brrs [1] gilt, wenn man u,v als komplexe 
Funktion wu -+ iv schreibt, daB in einer Umgebung des Punktes € = & + i in dem 
Ausdruck 
R+il 


upiv= Tt gax+ iy) 


R und I stetige Funktionen sind mit Rk? + J? +0. Es ist 
R=(e—f)u—(y—yn)v, L=(e—s)v+ y—n)u. 
Hierdurch kommt man auf die Darstellung 


_ @— R+y—7)I i (c—&)I—(y—n)R 
(« — &)2 + (y— n)? ’ ~ (« — 2 + (y— n)? * 


Auf f ist 
x—&=ocost, y—n=osnd; 0< 0522. 
Damit wird 


3 > = ie J {WR cos 8 + Isin 0) + Z(I cos @ — Rsin 9)] [— sin #] + 
+ [4(R cos 3 + Lsin #) + W (I cos d — Rsin P)] cos 3} dd 
ss — [wd 4 2Ryao. 
Das gibt fiir 9 +0 


2a lim. {Wide ZR 


(x,y) — (§) 


Der Integrand des Integrals iiber Kt ist 
da dy da di 
(-w = pOge)u + (2a + WE). 


Gemaf der Randeigenschaft yW ++ 6Z = 0 ist dieser (w, v)-Ausdruck linear abhangig 
von dem Ausdruck 


au+t pv. 


Da dieser Ausdruck auf St Null ist, verschwindet das Integral iiber 3%. Somit erhalten 
wir die lineare homogene Beziehung 


W(E,m)+ lim {(@— €)v + (y—m)u}+Z(é,y)- lim {(a—u—(y— nv} =0. 


(x, y) — (&, 7) (x, y) + (&,n) 


Nd 
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Da R2(—, 7; €&, 4) + 12(&, 4; € 1) +0 ist, kann man mit dieser Relation eine der 
gesuchten Funktionen im System (3) eliminieren. Das fithrt auf zwei lineare homogene 
Differentialgleichungen fiir W (bzw. fiir Z), die integrabel sind, da nach dem oben 
Gesagten eine Lésung W, Z existiert und diese auch dem gefundenen linearen homo- 
genen System geniigen mu. Durch Quadratur gewinnt man W (bzw. Z) bis auf einen 
konstanten Faktor; die andere Funktion ist dann aus der linearen Beziehung be- 
rechenbar. 

Damit ist gezeigt: Aus einer Lésung w, v des homogenen Problems A (also Ay) mit 
n > 0, die n — 1 gegebene Polstellen und eine variable Polstelle (£, 7) hat, 1a8t sich 
elementar eine Lésung W,Z des adjungierten Problems A* berechnen, die n — 1 
Nullstellen (in den gegebenen Polstellen von u, v) hat. — Die allgemeine Lésung des 
adjungierten Problems erhalt man durch Veranderung der n — 1 gegebenen Pol- 
stellen von w, v. 

Zur Aufstellung der von W. Haack [4] baw. I. N. Vexvua [8] angegebenen Lésbar- 
keitsbedingungen des inhomogenen Randwertproblems A positiver Charakteristik 
hat man demnach aus den Lésungen des homogenen Problems A, die wir als bekannt 
annehmen, nach dem angegebenen Weg, also allein durch Quadraturen und Elimi- 
nation, die Losungen des adjungierten Problems A* zu berechnen und kann dann die 
Integralrelationen (also die Lésbarkeitsbedingungen) aller inhomogenen Probleme, 
d. h. fiir beliebige c, c und f(s), geschlossen angeben. 
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Zwei Bemerkungen zur Kapazitiit ebener Kontinuen 
Von 
CHRISTIAN POMMERENKE 
1. Seien & (k = 1,..., m) Kontinuen, die nicht zu einem Punkt ausgeartet sind. 


Fiir ihre Minkowskische Summe’ 
Gy tees + Em = {wr +2 + Wm we EE, k= 1,...,m} 


gilt dann die untere Abschatzung 
m 


(1) cap (G1 + +++ + Em) = > cap Ex, 
k=1 


wie in [4] bewiesen wurde. Es soll nun untersucht werden, wann in (1) das Gleichheits- 
zeichen steht. 


Satz 1. Seven fz (z) = cap G+ 2 +--+: die schlichten Funktionen, die |z| > 1 kon- 
form auf die AuBengebiete von Ex abbilden, und seien &%(r) die Komplemente der Bild- 
gebiete von |z| >1r(r > 1). Dann ist 


r1 cap (€1(r) + +++ + Em(r)) S cap (€1 + +++ + Em). 
Weiter gilt 


(2) cap (G1 + ++: + Em) > cap Gj +--: + capEm, 
auper wenn alle &, konvex und homothetisch sind. 


Zwei Mengen hei®en zu@inander homothetisch, wenn sie durch Translation und 
Streckung ineinander iibergehen. Zum Beweis von Satz 1 werden die folgenden beiden 
Hilfssatze bendtigt. Wenn © ein Kontinuum und f(z) = cap ©-z-+ --+ die Funk- 
tion ist, die |z| > 1 konform auf das AuBengebiet von & abbildet, so soll ©(r) das 
Komplement des Gebietes {w = f(z): |z| > r} sein. 


Hilfssatz 1. Sec die Funktion 
F (2) =az+ag+ ay,2-1 jo +.6 


regular in 1 <|z| < 00 und R(r) das Bild von |z| =r. Wenn alle Héiufungspunkte 
von F(z) fiir |z| +1 in dem Kontinuum & liegen, so ist 


I(r) c E(r). 


Beweis. Wenn a = 0 ist, so ist F(z) regular in |z| > 1. Also gilt R(r) c E(@) 
sogar fir alle 0 > 1. Sei daher a + 0, und sei IN die Menge aller ¢, fiir die entweder 
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: e | = 1 oder [é | > 1 und F(f) € € ist. Dann ist IN beschriinkt und abgeschlossen, 


* 


und genau wie im Beweis von Satz 1 in [4] zeigt man, daB F(z) das AuBengebiet & 


_ von IW schlicht auf das AuBengebiet $ von & abbildet. Umgekehrt ist F(z) ¢ § nur 


_ fiir ze ©. Denn sonst ist entweder z ¢ IN und damit F(z) € ©, oder z ist in einem 


- beschrankten Gebiet * enthalten, das zu @ punktfremd ist und dessen Rand 06* 
ganz zu YM gehdrt. Wenn H* das beschriinkte Bildgebiet ist, so folgt 05* c &, so 


 daB 9* und } punktfremd sind, im Widerspruch zu F(z) € 9. 


Sei z = h(s) die schlichte Funktion, die |s| > 1 konform so auf  abbildet, daB 


_h(co) = © und ah'(oo) > 0 ist. Da & in |z| > 1 liegt, gilt |h(s)| > 1, also nach 
dem Schwarzschen Lemma |h(s)| = |s| fiir |s| > 1. Die Funktion F(h(s)) = 


= ah'(oo)+s +++: bildet |s| > 1 konform auf § ab. Wegen ah/(oco) > 0 ist daher 
f(s) = F(h(s)). Es folgt, daB R(r) c E(r) ist. Sonst gabe es ein wo = F' (zo) mit 
|zo| =r, das nicht zu €(r) gehért, d.h. es ist wo = f (so), | 80] > 7. Da axceetalls 
dann wo € ist, nimmt F(z) in |z| > 1 den Wert wo nur in zp an. Aus wo = f (50) 


= F(h(so)) ergibt sich also z = h(so) und daher |zo| = |so| > 7, und dies aacion 


spricht |zo| =r. 


Hilfssatz 2. Seten ©1,..., Em Kontinuen und © = © +--+ + Em. Dann ist 
i (r) + -+> +. Em (7) cE(r). 


Beweis. Seien #),..., Pm beliebige reelle Zahlen und 


P= S fe (e'k2), 


k=1 


Sei H(r) = R(r; 01, ..., Bm) das Bild von |z| =r. Fir |z| 1 liegen die Hau- 
fungspunkte von fe(e*z) in Ex, also die von F(z) in ©; + ++: + Em = E. Nach 
Hilfssatz 1 ist daher 
(3) Rit age om) G(r). 
Wegen 

A[Gr(r) + + Em(r)1c Gir) + + Em (r) = U ee 


CU) R(r; 81, ..., Pm) 
ergibt sich aus (3) 


und daraus die Behauptung. 
Beweis von Satz 1. Aus Hilfssatz 2 folgt (mit © = © + ++: + Em) 
cap (€1(7) +--+: + Em(r)) S cap C(r). 


Wegen cap &(r) = r cap € ist daher 


(4) rl cap (G1(r) +++ + Em(r)) < cap E = cap (Gi + +++ + En). 


Die Ungleichung cap ©) + -+: + cap Em < cap ©, die bereits in [4] bewiesen wurde, 
erhalt man wieder aus (4) durch Betrachtung groBer r. 
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Sei nun m 


cap (G1 + +++ + Em) = > cap Ex. 
ko1 


Dann hat die in 1 < |z| < oe regulare Funktion 


— S fale) = [ S cap Gx) 2 A. eis 


k=1 
die Entwicklung 
(5) F(z). = cap@-2+-:: 


Wenn man R geniigend gro wahlt, so sind fiir r > R die Kontinuen &;(r) konvex 
und F(z) in |z| > R schlicht. Das Bild R(r) von |z| = r ist in © (r) + +++ + Em(r) 
enthalten, avid nach Hilfssatz 2 gehért diese Menge zu &(r). Es gilt also 


(6) Rr) CEr(r) He + Em (7) CE(r). 
Da F(z) in |z| > R schlicht ist, folgt aus (5) 
cap R(r) = r cap € = cap C(r). 
Aus (6) ergibt sich also 
(7) R(r) = A[Er(r) +++ + Em(r)]. 
Sei Ly(r) der Umfang von &,(r) und L(r) der Umfang von © (r) + --: + Em(r). 
Da sich bei der Minkowskischen Addition konvexer Mengen deren Umfange addieren, 
gilt 
(8) Lr) => Le(r) (> B). 


Andererseits ist L(r) nach (7) die Lange von Si(r), also 


2m m m 


) aor f Pa (re’”) Naess 


ae m 


Lr yar fier tee) AD air eee (re) 


Nach (8) mu hier das Gleichheitszeichen stehen. Also ist fiir 7 > R und alle % 


arg fi(re’) Tiere cortnc 4 2S fe (re’”) 
und daher 
fe (2) = Axfa(z) + ck (Ax > 0, cx komplex) . 
Mithin ist 
Cx = Ap G1 + cx 
und die ©; sind homothetisch. 
Man erhalt 


mM 


F (2) = 2, icf) + ex) = (Ar tes + Am) f(z) + 


Daher wird | z | = I durch F(z) auf das AuBengebiet von C= (Ay + ee An) 1 6 


abgebildet. Da © c © ist und da cap c= > Ax cap ©; = cap © gelten soll, ist G = &, 
also 


(Aa +++ + Am) 1 = Ay G1 + +++ + Am Gr. 
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Hieraus folgt, daB ©; konvex ist und damit jedes &;. Umgekehrt, wenn alle ©; kon- 
_ vex sind und © = Ax G1 + cx ist, so gilt 


is mm” 


cap (G1 + +++ + Em) = cap (Ar + +++ + Am) Gr = (Ar + +++ + Am) cap G1 = > cap Ey. 
k=1 


Man kann (2) auch so ausdriicken: Die Kapazitat ist ein streng konkaves Funk- 
tional auf der Menge der konvexen Kontinuen. Denn wenn (po und &; nicht homo- 
thetisch sind, so gilt fiir 0<4< 1 


cap (AG, + (1 — A) Go) > Acap & + (1 —.A) cap Go. 
Weiter ergibt sich aus Satz 1 unmittelbar die 


Folgerung. Das Kontinuum %& gehe durch Zentralsymmetrisierung in %* tiber, d. h. 
es ist B* = 3 (& + (—1)%). Dann gilt 


cap }* > caps, 
auper wenn & konvex und symmetrisch bez. eines Punktes ist. 


Die Frage nach einer oberen Abschatzung 1aéBt sich leicht behandeln, wenn die 
Kontinuen ©; konvex sind. Seien némlich L; die Umfange von &; und L der Umfang 
von © = & +-:-:-+ €,. Dann ist 2 = £2, + +:- + Lm. Wie Pétya und Scuir- 
FER [3] gezeigt haben (man vgl. auch [4]), ist Ly < 8 cap Gy. Daher gilt 


2acapE SL=L1,+-:-+ Lm <8) cap Gz, 
also 


cap (Gi +++ + Gm) S — > cap Ge. 


Man kann 4/z ~ 1,273 nicht durch eine kleinere von m unabhangige Zahl ersetzen. 
wee: ; 

Denn fiir G; = lo pe (k =1,...,m) ist cap €, = 1/m, und & + --- + Em 

ist ein regelmaBiges Vieleck mit mindestens m Seiten, das den Umfang 8 hat. Fiir 


m —> co strebt dieses gegen einen Kreis vom Umfang 8, also vom Radius und damit 
von der Kapazitat 4/2, wahrend > cap CE; = | ist. 


2. Sei jetzt f(z) regular, beschriinkt und nicht konstant in |z| < 1. Sei U(r) das 
Bild von |z| <r (r <1) und Y der AbschluB des Bildgebietes OQ von |z| <1. 
Dann gilt, wie ERouIN in [1] ankiindigt, 


cap U(r) <rcapA. 


Es soll nun eine Verscharfung dieser Ungleichung bewiesen werden. 


Satz 2. Set f(z) = ao + amz™ + +++ (m = 1) regular, beschrankt und nicht konstant 
in |z| <1. Sei & das kleinste beschrinkte einfach zusammenhdngende Gebiet, welches | 
das Bildgebiet Q enthdlt, und sei ao der innere konforme Radius von & bez. ao. Dann 
gilt mit qo = ao/cap WU 

rm + gg 
Peinger™ 


cap U(r) <r™ cap A- (Qe) e 


Minh eno he ‘ ro . Ps i fry 
oy | 
Cur. PoMMERENKE 
Insbesondere ist 
cap U(r) << r™ cap %, 
auper wenn f(z) = ao + Amz™ ist. 


Bemerkung. Man zeigt leicht, dab ($ existiert und die Vereinigungsmenge der 
Innengebiete aller geschlossenen Jordankurven ist, die in O liegen. Es ist AG c Wc 
CWUAG, also cap AW = cap YX. Wenn |z| < 1 durch 


g(z) =ag +a9z+°°° (ap > 0) 


Ben hontennt ( abgebildet wird, so ist %) nach Definition der innere konforme Radius 
von ( bez. ao. Sei A der Flicheninhalt von &. Dann gilt bekanntlich 2aé < A, 


und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn @ eine Kreisscheibe ist. Anderer- f 
seits ist A < m(cap 0G)? = w(cap A)?. Also gilt 7 
1) es qo = xo/cap% <1, A 


auBer wenn eine Kreisscheibe, d. h. auBer wenn g(z) = ao + oz ist. 


oem he 


Beweis. Sei g(z) = ao + aoz a -+» die schlichte Funktion, die |z| < 1 konform — 
auf () abbildet, und sei €(g) das Bild von |z| = @ (o < 1). Weiter sei { 


(10) . dn(o) = max Act T] | w, — w,|1/n (md , ; 
Wineaed WneEC(o) wv ‘ 
Fir festes r < 1 waéhle man n komplexe Zahlen ¢, ... , fn mit |f,| =1(» =1,..., 2) | 
so, dak 
(11) da(r) = Mee la(Cur) — 9 (6,7) [2 mb 
w+ 


ist. Die ¢, sind dann voneinander verschieden. Da g(z) schlicht ist, gilt g(C.2) — = 
— 9(¢,z) + 0 fiir w +», 2 + 0. In der Nahe von 0 ist 


9 (Cn) me AC = a0° (Cu —,)z sve, 
Sei r< 9 < 1. Dann ist die Funktion 


Gn (2) = dn(o) | | T ] 9 (Suz) — 9 (6,2) ey 
regular in |z| <1 und hat die Entwicklung 


Gn (2) = ty (a eo (C, —C,)V/m(m-l) og 4. 


MP 
Wegen |¢,| = 1 ist eta Elva —¢,| Sn, also 
(12) |G@n(0)| Sdn(o) aq nVn-v , 


Da nach (10) 


max |Gy(z)| <1 
lzl|=e 
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und da G, (0) = 0 ist, erhiilt man wegen r < 0 [2, S. 287] 


. SI ee ee ot BLAU) . 
ay |G@n(r)| Sete 1+ 0/@,(0)|-or' 
? Fiir x — oo strebt dn(o) > cap € (0) nach (10)-[2, 8. 255] und nl/(-D > 1, Also ist 


Hn sup |@,(0)| < xo/cap C(@). 


~ Nach (11) ist dp (r) = dn(o ee )|. Aus (13) erhiilt man also 


an@iey <= py, Git + exo/cap €(Q) 
‘4 cap@(r) S Sep o) Perm raaleis Cay, 
_ Fir 0 > 1 strebt cap C(e) > cap dG = cap Y, also ao/cap (0) —> a/cap Sie qo: 
Daher ergibt sich 
r + Go, 
(14) | capU(r) SrcapW- 7 rays 


Da Q in & enthalten ist, ist f(z) zu g(z) subordiniert, d.h. es gibt eine Funk- 
tion —(z), die in |z| <1 regulir ist und y(0) = 0, |p(z)| <1 und f(z) = g(g(z)) 
erfiillt. Aus f(z) = ao + @mz™ + +++ und g(z) = ap + az + °°: (ao > 0) folgt, daB 
p (2) = Amay'2™ + +++ ist. Nach dem Schwarzschen Lemma gilt also |@(z)| < r™ in 
|z| <r und daher 


r) = {f@) =g9(p(2)):|2| Sr}ci{g(C):|¢] Sm}. 


Also ist cap 2(r) < cap C(r™). Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn nicht 
|p(re”)| < r™ fiir alle # ist. Dann folgt p(z) = w2™ (|w| = 1), also f(z) = g(w2™). 
Aus (14) erhalt man die behauptete Ungleichung 
2 ym 4- qo 
cap U(r) S capC(r™) Sr™ cap A- agit 7 
Wegen (9) folgt hieraus 

cap U(r) Sr™ cap A, 


und das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn cap Y(r) = cap C(7™), also 
f(z) =g(wz™), und auBerdem go = 1, also g(z) = ao + az ist. Somit ist dann 
{ (2) = a0 + waoz™. 

Aus der letzten Behauptung von Satz 2 folgt, daB r~! cap U(r) streng monoton 
wachst (auRer fiir f(z) = ao + az). Weiter kann man zeigen, da cap U(r) logarith- 
misch konvex ist. Etwas allgemeiner gilt 


Satz 3. Sei f(z) reguldr in Ry < |z| < Ro und X(r) das Bild von |z| = r. Dann ist 
cap L(r) logarithmisch konvex. 


Beweis. Seien d, (0) und €),...,¢n entsprechend definiert wie im Beweis von 


Satz 2. Die. Funktion 
= a TT] (f (C42) et f(¢,2)) 


yaa -P 
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ist regulir in Ry <|z| < Ro, und es ist 
max |H(2)| <dn(o)"™-D, |H()| =da(ryn-D, > 


Fir Ry <1ryp <7 < re < Ro folgt also aus dem Hadamardschen Dreikreisesatz 


log r9/r log r/r1 
log dn (") S Tog rojry 108 Anal") + Tog rajr, 108 dn (12) - 


Fiir n + co ergibt sich hieraus die Behauptung, da dy (0) > cap € (0) strebt. 
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Hereditary Properties of some Special Spaces 


By 
Cart W. Kouts!) 


Recently, M. HENRIKSEN asked whether every dense subspace of a basically dis- 
connected space is also basically disconnected2). We consider this type of question 
for basically disconnected spaces and ten other classes of spaces discussed in [1], 
and for three kinds of subspaces, namely, dense, open and closed subspaces. Of the 
thirty-three questions thus raised, the answers to twelve are trivial or already known. 
The results presented here provide answers to the others, as well as more striking 
counterexamples i in some of the known cases. 

In the last section, we discuss briefly some other questions related to two of these 
classes of spaces. 


1. Definitions and summary of results. All spaces considered in this note are com- 
pletely regular Hausdorff spaces. We use the following notation and terminology 
of [2]: For any space X, 6 X is the Stone-Cech compactification of X; C(X) is the 
set of all continuous real-valued functions on X, while C*(X) is the set of bounded 
functions in C(X); cly S is the closure of the set S in X. For each fe C(X), {ve X: 
f(x) = 0} is called the zero-set of f and is denoted by Z(f); the complement of a zero- 
set is called a cozero-set. For S c X, if each f ¢ C*(S) can be extended to a function 
in C*(X), then S is said to be C*-embedded in X. The reader is referred to [2] for 
other basic terminology and notation, as well as for general background. 

A point p € X is called: (i) a P- ae if for each f ¢ C(X) that vanishes at p, there 
is a neighborhood U of p such that f(U) = 0; (ii) a P’-point, if for each f e C(X) that 
vanishes at p, oe is a deleted Haren ae U' of » such that either f(U : =—4()y 
f(U’) >0, or f(U’) < 0; (iii) an F’-point?), if for each fe C(X) that vanishes at p, 
there is a neighborhood U of » such that either {/(U) = 0 or f(U) <0. 

We list below definitions of most of the classes of spaces to be considered; further 
information may be found in [1]. 

A space X is called a P-space (P'-space, F'-space) if every point of X is a P-point 
' (P’-point, F’-point). A space X is called an F-space if for each f ¢ C(X) there is a 
ke C(X) such that f = &| f|; if & can always be chosen to be a unit of C(X), then X is 
called a U-space. A space is extremally disconnected (basically disconnected) if the 


1) The preparation of this paper was sponsored in part by the National Science Foundation, 
under grant NSF G-14457. 

2) I wish to thank L. Gintman for communicating this question, and for supplying an idea 
for the proof of the theorem in section 2. 

3) This terminology is not used elsewhere, but seems best for our present purposes. 
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closure of every open set (cozero-set) is open. A space is zero- dimensional if any two _ 
disjoint zero-sets are contained in disjoint open- -and-closed sets 4). 

There remain two classes, the D-spaces and 7'-spaces; we shall not define them, 
since the definitions will not be needed explicitly here. 

The following diagram, taken from [1, 8.15], shows the implications among the 
spaces to be considered, 


fees SS We Da hers 
discrete ¢ ° y basic. disconn. — U a 


extr. disconn. zero-dim. 


The results on hereditary properties of these spaces that are not new are as follows: 
(1) Every subspace of a discrete space is discrete (trivial) ; 
(2) Every subspace of a P-space is a P-space [2, 4K]; 
(3) Every dense subspace and every open subspace of an extremally disconnected 
_ space is extremally disconnected [2, 1H], but a closed subspace need not be 
basically disconnected [2, 6W]; 
(4) There exists a dense, open subspace of a zero-dimensional space that is not zero- 
dimensional [2, 16M]. 


Our results are as follows: 

(5) There exists a dense subspace of a P’-space that is not an F’-space (Example 1); 

(6) Every open subspace of a P’-space, basically disconnected space or F’-space is 
also a P’-space, basically disconnected space or F'’-space, respectively (Theorem) ; 

(7) There exists an open (and dense) subspace of a U-space that is not an F-space 
(Example 2); 

(8) There exists a closed subspace of an extremally disconnected space that is not an 
F’-space (Example 3); 

(9) There exists a closed subspace of a P’-space that is not an F’’-space (Example 4); 

(10) There exists a closed subspace of a zero-dimensional space that is not zero- 

dimensional (Example 5). 

By combining all these statements, and using the diagram of implications above, 
one sees readily that the only hereditary properties that hold for dense, open and 
closed subspaces are those listed specifically in (1), (2), (3) and (6); statements in (3), 
(4), (5), (7), (8), (9) and (10) provide’ counterexamples for all other cases. There is con- 
siderable overlap — both Examples | and 2 provide several answers about dense sub- 
spaces, while both Examples 3 and 4 provide several answers about closed sub- 
spaces — but no example is superfluous. 

Repeated use will be made of the following spaces defined in [1, § 8]5): (i) The 
subspace H of the Stone-Cech compactification of the denumerable discrete space 
N = {e1, e2,...}, consisting of N and one point ee fN — N;; (ii) The space L of all 
ordinals = , with neighborhoods of « as in the interval topology and every other 
point isolated; (iii) The space L’ of all ordinals < ws, with neighborhoods of ws as in 
the interval topology and every other point isolated. 


4) This is not equivalent to the definition used in [L)3 see [251631771 
°) We use here the notation of [1] rather than [2]. 
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2. The results. 


Theorem, Let Y be an open subspace of X. If X is either a P'-space, basically dis- 
connected space or F’-space, then Y is in the same class of spaces. 


Proof. We give the proof for basically disconnected spaces; the other two proofs 
are similar, Suppose, contrapositively, that for some g ¢ O*(Y), there is a point p in 
the boundary of cly(Y — Z(g)). Since Y is open, there is a y ¢ O(X) that vanishes on 
X — ¥ and is equal to one on a neighborhood of p. Now g is bounded; so the function 
f such that f(x) = 0 for we X — Y, and f(x) = y(x)g(a) for x € Y, is in O(X). Since 
p is in the boundary of cl y(X — Z(f)), the space X is not basically disconnected. 


Example 1. A P'-space with a dense subspace thabis not an F'-space. Let T' be the 
space obtained by identifying the non-isolated points in two copies of the space L, 
and let ¢ denote the non-isolated point of 7’. The subspace X of 7’ x # obtained by 
removing all points of 7 x {e} except (t, e) is a P’-space. The space Y = X — 
— {(#, e1), (t, eg), ...} is dense in X. But it is not an F'’-space, since, as is easily seen, 
- (t, e) is not an F’-point of Y. 


Example 2. A U-space with an open subspace that is not an F-space. Let S be the 
space obtained by identifying the non-isolated points in the spaces L’ and HE, and let 
X be the quotient space of S x L obtained by identifying all points of the subspace 
of S x {@ 1} that was obtained from EF. Since the point p € X that corresponds to this 
set is a P-point, it is easy to see that X is a U-space. The open subspace X — {p} is 
the space described in [1, 8.14]; it is shown there that it is not an F-space. 


Example 3. An extremally disconnected space with a closed subspace that is not an 
F'-space. Let IT be the space discussed in [2, 6Q]: I is a subspace of the Stone-Cech 
compactification of the discrete space N of positive integers, consisting of N and a set 
D of power ¢ that is a discrete subset of 6N — N. Since D is not C*-embedded in /7, 
it isnot C*-embedded in cl,;,D. Hence, by [2, 6.4], there exists a point p € cl,,,D — D 
that is in the closure of two disjoint zero-sets A, B on D. Let X be the subspace 
ITU {p} of BIT, and let Y be the subspace D U {p} of X. Then Y is closed in X; and 
X, being a dense subspace of 6 /T = BN, is extremally disconnected. 

We show that Y is not an F’-space. By [2, 8.18], // is realcompact, because there is 
a continuous, one-one mapping of //7 onto the real numbers [2, 6Q.7]. Hence there 
exists a non-negative function y € C(B/T) such that p e« Z(p) c BL — LT. Let g € C* (D) 
be such that g[A] = {1} and g[B] = {—1}. The function f on Y such that f(p) = 0, 
and f(y) = y(y)g(y) for y + p, isin O( Y) and changes sign in every neighborhood of p; 
so p is not an F’-point of Y. 


Example 4. A P’-space with a closed subspace that is not an F'-space. Let {7'n} be a 
denumerable family of copies of the space L’ x L — {(w2, w1)}, and let T be the sum 
of the 7s. Then T is a P-space. We denote by S,, the subset of 7’, corresponding to 
{(wM2, a) :a< w1}, and set S = Sn. Since S,, is not C*-embedded in 7p, it follows 


nn 
as in Example 3 that there exists a point p, € 6 7’, that is in the closure of two dis- 
Q* 


Fat) wy OS ype i (vars Hs oil ey & TH are bas Lo. Reon...” re pl Sy “A Hs tF ey 1. en i Seo ee 
j 4 ’ : 4 2 OP \ F f y A 
* 


. 
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joint subsets An, By of Sn%). We set A = An and B= LJ Bn. Next, we choose a ; 


n n 4 
point peclgp{pi, Pe, .} — {p1, Pa, -..}. Then p € clypA A elgy B, and, moreover, 
there exists a non-negative function p € C(B 7’) such that p €Z(y) CBT — T. Let X_ 
be the space 7’ U {p}, and let Y be its closed subspace S U {p}. Applying [2, 7L] and 
the fact that 7’ is.a P-space, we see without difficulty that X is a P’-space. But Y is_ 
not an F’-space; for, using p together with any g ¢ C*(S) such that g[A] = {1} and | 
g{B] = {—1}, one may imitate the construction in Example 3 to produce a function — 
in O(Y) that changes sign in every neighborhood of p. 


ixample 5. A zero-dimensional space with a closed subspace that is not zero-dimension- 
al. Let Ao he the zero-dimensional space described in [2, 16M], and let 41 be its one- 
dimensional subspace. Denote thé single point in 49 — A by t. We define X to be the 
space L'x Ag — {(qs, t)}. Using properties of Mo, we may apply a cofinality argument 
to show that for f¢ O(X), there exists « < m2 such that f(a, d) = f(a, d) whenever 
a<o < wy and de Aj, and f(a, t) = f(o, t) whenever «< o< wg. Combining this 
result with [2, 16M.7] and remembering that ¢ is a P-point of the zero-dimensional 
space Ag, one can prove without difficulty that X is zero-dimensional. But the closed 
subspace {2} x 4; is homeomorphic with 41, and hence is not zero-dimensional. 


3. Other examples. In this section, examples are given to show that the answer to 
each of the following questions is negative: 

(1) Is there an algebraic characterization of P’-spaces X in terms of the ring C(X) ? 

(2) The same question for F’-spaces. 

(3) In a P’-space, does every point that is not a P-point possess a deleted neighbor- 
hood of P-points ? 

(4) Does every F’-point possess a neighborhood of F’-points ? 

An example for (1) is provided by the space L x F discussed in [1, 8.11]. This space 
is not a P’-space, but the subspace L x EH — {(@, e)} is; and C(L x £) is isomorphic 
with C(L x EH — {(@1, e)}). 

An example for (2) is provided by the quotient space of the sum of L’ x LZ and a 
family {D,},<o, of copies of H obtained by identifying each point (wg, «) e L' x L, 
&% < @ , with the non-isolated point of D,. This space is not an F’-space, but the sub- 
space X — {(we, w1)} is7); and O(X) is isomorphic with C(X — {(we, w4)}). 

We next describe a P’-space having a non-P-point that is a limit point of a set of 
non-P-points. First, let Y denote the quotient space of L x H obtained by identifying 
all points of the set {w1} x HZ. The point in ¥ corresponding to this set will be denoted 
by p. Now let X be the space obtained from Y x H by removing all points in the sub- 
set Y x {e} except (p, e). Then X is a P’-space, and (p, e) is a non-P-point that is a 
limit point of a set of non- P-points. 

An example for (4) may be obtained by repeating the previous construction with 
the one-point compactification of a denumerable discrete space replacing H# in the 
definition of Y. The resulting space contains an F ‘-point (in fact, a P’-point) that is a 
limit point of a set of non-F’-points. 


6) Of course, the choice of pp can easily be made more specific, but this is unnecessary. 
’) The subspace is the same as the subspace X — {p} of Example 2. 
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Zentrale Automorphismen von A-Raiumen 


Von 


Heinz LUNEBURG 


0. Einleitung. Betrachtet man von einer endlichen projektiven Geometrie ‘f der 
Dimension d => 2 nur die Menge der Punkte und die Menge der Hyperebenen und die 
in 8 zwischen Punkten und Hyperebenen erklarte Inzidenz, so bildet dieses System 
bekanntlich einen symmetrischen Blockplan (siehe z. B. Picker? [7], S. 288 und 
DemBowskI [4], 8. 75). Andererseits gibt es symmetrische Blockplane, die sich nicht 
in der eben geschilderten Weise von projektiven Geometrien herleiten lassen (siehe 
z. B. Bose [3]). Es erhebt sich also die Frage, wie man die endlichen projektiven 
-Geometrien unter den symmetrischen Blockplinen kennzeichnen kann. 

Die Automorphismengruppe einer projektiven Geometrie enthalt im Gegensatz zu 
den iibrigen symmetrischen Blockplainen sehr viele zentrale Automorphismen, das 
sind solche, die alle Hyperebenen durch einen Punkt festlassen. Man kann also hoffen, 
mit Hilfe von solchen zentralen Automorphismen zu einer Kennzeichnung zu kom- 
men. Dazu ist es jedoch nétig, zuerst zentrale Automorphismen von A-Raumen zu 
untersuchen. (Zum Begriff des A-Raumes siehe die Definition in Abschnitt 1 und 
Satz 1.) Es wird sich herausstellen, daB sie nicht mehr dieselben Eigenschaften haben 
wie zentrale Automorphismen von projektiven Geometrien. So gibt es beispielsweise 
zentrale Automorphismen, die keine Achse besitzen. Diese Untersuchungen werden 
in den Abschnitten 1 und 2 durchgefiihrt. In Abschnitt 3 untersuchen wir Gruppen 
von axialen und zentralen Automorphismen, um dann ab Abschnitt 4 zu unserer 
eigentlichen Fragestellung, némlich der Kennzeichnung von endlichen projektiven 
Raumen zu kommen. Das Hauptergebnis (Abschnitt 4) lautet, grob formuliert, so, 
daB alle Translations-A-Raume endliche projektive Raume sind. In den weiteren Ab- 
schnitten untersuchen wir, wie man die Voraussetzungen des Hauptsatzes abschwa- 
chen kann, wenn man noch voraussetzt, daB der betrachtete 2-Raum endlich ist. 


An dieser Stelle méchte ich noch Herrn Professor BAER und Herrn Dr. DEMBOowWSKI 
fiir manch wertvollen Hinweis bei der Verfertigung dieser Arbeit danken. 


1. A-Riiume. Wir denken uns zwei Mengen $ und 8 mit BA%8=o und eine 
Relation € zwischen diesen beiden Mengen gegeben. Die Elemente von $8 nennen wir 
Punkte und die Elemente von 8 nennen wir Blécke. Ist P ein Element von $8 und b 
ein Element von ¥ und gilt P € b, dann sagen wir: P ist mit b inzident oder auch P 
liegt auf b, es geht 6 durch P usw. Schreibt man K = {P, B; e}, dann ist R eine ver- 
allgemeinerte Inzidenzstruktur im Sinne von DEmBowskt [4]. % heiBt ein A-Rawm, 
falls it folgenden Forderungen geniigt : 
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(1) Zwei verschiedene Punkte (Blécke) von K sind mit genau A Blécken (Punkten) in- 
— etdent. 


(II) Es gibt stets einen Punkt (Block), der nicht mit zwei beliebig vorgegebenen Blécken 
— (Punkten) inzidiert*). 


(III) Bs gibt stets einen Punkt P und einen Block ) mit P € b. 


Wir setzen stets voraus, dafB A eine natiirliche Zahl ist. Sei k = k(P) die Anzahl der 
Blécke durch den Punkt P. Aus (I) und (ITT) folgt, daB k > 0 ist. Sei Q + P ein weite- 
rer Punkt von Rt. (Nach (IT) und (IIT) gibt es einen solchen.) Nach (IT) gibt es einen 
Block b mit P, Q ¢ b. Sei r = r(b) die Anzahl der Punkte auf 6. Nach (I) folgt dann 
Ak(P) = Ar(b) = Ak(Q). Da A eine natiirliche Zahl ist, folgt, daB k(P) = r(b) = k(Q) 
ist. Die Anzahl & der Blécke durch P ist also unabhangig von P. Aus Dualitatsgriinden 
ist dann auch r = r(b) von b unabhangig und auBerdem ist r = k. Ist Rt endlich, so 
ist also R ein symmetrischer Blockplan (siehe etwa PrcKERrT [7] S. 288). Andererseits 
ist nicht jeder symmetrische Blockplan ein endlicher A-Raum, wie wir gleich sehen 
werden. Zunachst beweisen wir 


Hilfssatz 1. Jst Wt ein A-Raum, so ist stets 2 + 2 <k. 


Beweis. Ist 3t ein unendlicher A-Raum, so ist auch & unendlich und also sicherlich 
2+.2< hk. Seialso % endlich. Bezeichnet man mit v die Anzahl der Bloécke von %, so 
ist 2’ = v — 2k + Adie Anzahl der Blécke, die durch keinen von zwei verschiedenen 
Punkten gehen. Ebenso ist 4’ die Anzahl der Punkte, die auf keimem von zwei ver- 
schiedenen Blécken liegen, da fi, wie oben bemerkt wurde, ein symmetrischer Block- 
plan und somit v nach Picker [7] 8. 288 auch gleich der Anzahl der Punkte von % ist. 
Setzt man k — A = n, so gilt 


(1) AAS nln = 1)a 
Denn aus der bekannten Formel (PICKERT [7] 8. 288) 
(2) A(v — 1) = k(k — 1) 
folgt, daB 


AN =A[v—(2k—A)HAlV—-1) + AQkR—A)+/A= 
=k(k—1)—(k—n)(k+n)4+kh—-—n=n(n— 1). 


Wegen (II) ist 2’ > 0, also 11’ >0, woraus k — A = n 2 2 folgt, w.z. b. w. 
Unsere Frage, welche symmetrischen Blockplane endliche 2-Raume sind, beant- 
wortet nun 


Satz 1. Hin symmetrischer Blockplan ist genau dann ein endlicher A-Raum, wenn 
Ns DNUSE. 


Beweis. Ein symmetrischer Blockplan erfillt (I) und (III). Er ist also genau dann 
ein endlicher A-Raum, wenn er auch (IJ) erfiillt. Das ist nun gleichwertig damit, daB 


*) Es ist auch zugelassen, daB diese beiden Elemente gleicli sind. 


PPP cS ORE gts he PPR etn ee ORIN RAEN G TES, Meet nme Cg We | aM 
falar FS rete ; . vO ’ : : " [ 7% 
x ‘ . * ; . 


\ 
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Bx: }' > Vist. Nun gilt (1) fiir jeden symmetrischen Blockplan. Also ist i’ > 0 genau dann, 
E . wenn n = 2 ist, w.z. b. w. 

iy - Bine vollstandige Aufzihlung der symmetrischen Blockplane mit n = 1 findet man 
in DemBowsx1 [4] S. 63. 

Y ~ Aus (I) folgt sofort folgender niitzliche | See 


a 
a 
¢ 
e 


) Hilfssatz 2. 2+ 1 Punkte (Blécke) sind mit héchstens einem Block (Punkt) in- 
zident. i t 
Sind P und Q zwei verschiedene Punkte von Sk, so definieren wir als Verbindungs- 
; gerade von P und Q die Menge aller Punkte, die mit allen Blocken durch P und Q © 
: inzidieren. Wir bezeichnen sie mit PQ. Aus der Endlichkeit von / folgt, daB eine 
rhs Gerade durch irgendzwei ihrer Punkte bestimmt ist. 


ie: 2. Zentrale und axiale Automorphismen. Ist o ein Automorphismus von } und 
laBt o alle Blécke durch einen Punkt C fest, so nennen wir o einen zentralen Auto- 
morphismus. C heiBt das Zentrum von o. LaBt o alle mit einem Block a inzidenten 
ee Punkte fest, so nennen wir o einen axialen Automorphismus. Den Block a nennen wir ~ 
, Achse von o. Statt ,,o ist ein zentraler bzw. axialer Automorphismus‘ werden wir im 
ig folgenden haufig sagen, daf o zentral baw. axial sei. 
Ist 2 = 2, so gibt es weder zentrale noch axiale Automorphismen auBer der Identi- 
tat. Ist niémlich C das Zentrum eines zentralen Automorphismus o und P ein von C 
r verschiedener Punkt, so gibt es durch P und C genau zwei Blocke. Diese beiden 
E Blocke bleiben unter o fest. Da C ebenfalls fest bleibt und der Durchschnitt der beiden 
Blécke auBer C nur noch P enthalt, muB also auch P fest bleiben. Da P beliebig war, 
y folgt, da8 o die Identitit ist. Der duale Schlu8 zeigt, daB es auch keine axialen Auto- 
: - morphismen auBer der Identitat gibt. 


Satz 2. Ist o axial (zentral) mit zwei verschiedenen Achsen (Zentren), so ist o die 
Identitat. 


Beweis. a und b seien zwei verschiedene Achsen von o. Ist P € a oder b, dann ist 
P* = P. Sei also P ¢ a, b. Sei ferner Pec und |c 1 aM b| < A. Daraus folgt 


len (aU b)| = |(eNa)U(enb)| =2A—|enanb| >24—A=A. 


Auf ¢ liegen also. mindestens 2 + 1 Fixpunkte. Hieraus und aus Hilfssatz 2 folgt 
c? = ¢. Wegen 2 + 2 < k und Hilfssatz 2 gibt es mindestens 2 + 1 solcher Blécke Cj. 


f A+1 o A+1 
Daraus folgt, indem man nochmals Hilfssatz 2 anwendet, daB P? = ( ‘ay = () Cs 
Wael t=1 t=1 


=()cu = P ist. Also gilt P’ = P fiir alle Punkte Pe ® und folglich ist o = 1, 
i=1 
VEZ mew 


Hilfssatz 3. [st o zentral, C das Zentrum von o und g eine Gerade durch C, dann ist 
Gog. 

Der Hilfssatz folgt sofort aus der Definition der Geraden und der zentralen Auto- 
morphismen. 


4 
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Aus Hilfssatz 3 folgt nun 


\ 


_ Hilfssatz 4. Ist o zentral, C das Zentrum von o und P ein beliebiger Punkt von N, so 
— sind C, P, P® kollinear. 


Hilfssatz 5. Ist o zentral mit dem Zentrum C und ist 0 ¢ a = a", so ist a Achse von o. 


Beweis. Sei A € a, dann ist nach Hilfssatz 24C a= A, da 0 ¢ a vorausgesetzt 
_ ist. Nach Hilfssatz 3 ist (AC)° = AC. Daraus folgt 


A? = (ACN a)? = (AC)? Nak =ACNA=A. 


Hilfssatz 6. Ist o zentral und b ein Block mit 6 + 6°, dann bleibt der Durchschnitt 
6 b° punktweise fest. 


Beweis. Das Zentrum C von o liegt weder auf 6 noch auf 6°, da sonst 6 = b’ ware. 
Sei nun Bebb’, dann ist B= BON b = BC OD’. Also ist wegen Hilfssatz 3 


Bo = (BON b) = (BC) Nb? = BONS = B. 


Satz 3. Ist o zentral, so gibt es zwei verschiedene Blocke a und 6, die nicht durch das 
Zentrum C von o gehen und deren Durchschnitt punktweise fest bleibt. Ferner gibt es 
einen Punkt P mit C+ P= P’ Ean b. 


Beweis. Ist o die Identitat, so ist diese Aussage trivial. Ist o + 1, dann gibt es einen 
Block ¢ mit c + c®. Setzt man a = c und b = c’, dann ‘bleibt a M b nach Hilfssatz 6 
punktweise fest. Die erste Aussage von Satz 3 ist also bewiesen. Angenommen die 
zweite Aussage ware falsch, dann ware aN b = x 1 2x’ fiir alle Blécke x mit x + x’. 
Es ist C Gab. Es gibt also einen Block } mit Ced und |DNaNb| <A/. Da 
A+2<k ist, gibt es ein Q mit Ved, QEaNb und C + Q. Nach Hilfssatz 1 und 


Hilfssatz 2 gibt es mindestens 2 + 1 Blécke d; mit Qed; und |b) NaN b| < A fiir 
ati 


i= 152,...,4 4, 1: Wegen Q= a Dd; gibt es einen Block g = dijo mit C ¢éq. An- 
t=1 


genommen es ware q = q’, dann bliebe q nach Hilfssatz 5 punktweise fest und es 
_ ware YQ = Q° im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist 4 + 9°, woraus q 1 9? = 
=a b folgt. Hieraus folgt A= |gng?Nanb| <|gaanb| <A, was nicht 
sein kann. Unsere Annahme ist also falsch und Satz 3 folglich bewiesen. 

Ist Kt ein projektiver Raum, so wissen wir bereits, daB alle zentralen Automorphis- 
men auch axial sind und umgekehrt. Fiir einen beliebigen A-Raum gilt dies nun nicht 
mehr, wie folgendes Beispiel zeigt. 

AAAAAAABBBBCCC?C 
BSB BLD: DEE DDE EY DD (EAE 
CLO COPE eT GG EE GOOG Gs kk 
DPT gee ie OKA cla dy Roe 
EKQKMLUMKMMLIMML 
ele eke” ta ey te ee) oP Ped G) 
GMSQS RS SQ RESSEHS AR 


Die Punkte dieses Beispiels werden durch die Buchstaben, die Blécke durch die 


» a ee ‘ein % Caer eee 
oy v PE ‘ 2 ‘ ‘ *» ote + 
5 4 d . 
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Spalten des Schemas dargestellt. Es ist also v = 15, k = 7 und A = 3. Der Auto-~ 
morphismus o — (HK) (LM) (PQ) (RS) ist axial mit der Achse A BC DE F G. 
Der Automorphismus o ist aber nicht zentral, denn hatte o ein Zentrum, so miiBte | 
dies auf der Geraden H K liegen. Wie man sofort verifiziert, besteht die Gerade H K 
aber nur aus den beiden Punkten H und K, die beide keine Fixpunkte sind. o hat folg- 
lich kein Zentrum. Dieses und weitere Beispiele findet man in Topp [8]. 


3. Gruppen von axialen und zentralen Automorphismen. Ist o ein axialer Auto- . 
morphismus mit der Achse a und hat ¢ auBerhalb a keinen Fixpunkt, so nennen wir o 
eine Translation. Die Identitait méoge der Bequemlichkeit halber auch Translation 
genannt werden. Hat o auBerhalb von a noch einen Fixpunkt, so nennen wir o eine 
Streckung: Die Identitét ist also auch eine Streckung. Eine Streckung besitzt stets 
Achse und Zentrum, wahrend eine Translation kein Zentrum zu besitzen braucht. 

Zunichst ist klar, daB die axialen und zentralen Automorphismen mit fester Achse 
und festem Zentrum eine Gruppe bilden. Mit /’,, Lezeichnen wir die Gruppe der. 
Translationen mit der Achse a und dem Zentrum C ¢€ a. Es gilt nun 


Hilfssatz 7. [oq ist halbreguldr auf den Punkten von Rt — a. (Bine Permutations- 
gruppe heifpt halbreguldr, wenn nur die Identitat Fixelemente besitzt. WIELANDT [10], 
S. 8.) 

Beweis. Seige 1'gq, P’ = P und P ¢a. Nach dem zu Hilfssatz 5 dualen Satz ist 
- P Zentrum von o. Der Automorphismus o hat folglich zwei Zentren und ist also nach 
Satz 2 die Identitat. 


Hilfssatz 8. E's ist Pog A I'pg = 1, falls C + D ist. 


Beweis. Ist o € gg A pg, dann hat o die beiden Zentren C und D, woraus nach 
Satz 2 folgt, daB o = | ist. 


Hilfssatz 9. Ist o€ I'gg, TE Ip, und C + D, so ist ot = To. 


Beweis. Es ist tll oat = [gq und o 1I"p,0 = I'pg wegen C, D € a. Daraus folgt 
oot tore etl p, = 1) W.as baw. 


Hilfssatz 10. Ist 2. = <I'cq: C € a> das Erzeugnis aller Pog, so ist I’, halbreguldr auf 
den Punkten von % — a. 
: 
Beweis. Ist 1 + o¢ J, dann ist o = I] 0%, wobei jedes der o; ein Zentrum C; be- 
‘ t=1 
sitzt. Wegen Hilfssatz 9 kann man annehmen, da C; + Q; ist fiir 7 + j. AuBerdem 
kann man annehmen, da o; + 1 ist. Sei P ¢ a und P’ = P. Nach Hilfssatz 9 ist nun 
601 = 010. Also ist (P™)° = P™, Wegen o; + list P”™ + P. o besitzt also die beiden 
Zentren P und P”. Nach Satz 2 ist also o = 1 im Widerspruch zu unserer Voraus- 
setzung. o hat also auBerhalb a keinen Fixpunkt und folglich ist /’,, da o + 1 beliebig 
gewahlt war, halbregular. 


Hilfssatz 11. o, t seien zwei axiale Automorphismen mit der Achse a. Das Zentrum 
von o set C und das von t sei D. Hat nun ot ein Zentrum F, so ist F € CD. 


Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB C + D 
und t + | ist. Angenommen, es sei F ¢ CD, dann gibt es einen Block b mit F ¢ 6 und 
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 C, Ded. Es ist 6°* = b* = b. Nach Hilfssatz 5 ist 6 Achse von ot. Sei nun CO, Dea. 


Nach Hilfssatz 10 liegt dann auch F auf a. Ferner ist a + 6 wegen F ¢ b. Der Auto- 
morphismus ot hat also die beiden Achsen a und b. Also ist ot = 1. Dann ist aber 
t = o 1 und r hat folglich die beiden Zentren CO und D, woraus t = | folgt im Wider- 
spruch zu unserer Annahme. Also liegt F in diesem Falle auf C.D. Einer der beiden 
Punkte C und D mége nun nicht auf a liegen. Hieraus folgt, daB a + 6 ist, und wir er- 
halten denselben Widerspruch wie oben. 


Satz 4. Besitzen alle axialen Automorphismen mit der Achse a ein Zentrum, so ist 


Pe | J Poe: 


Cea 


Beweis. Es ist gewiB 2, (J Ica. Ferner ist 1 e LJ Moa. Sei also 1 +o € Jy, dann 
Cea Cea 
ist o axial mit der Achse a. Ferner hat o wegen der Halbregularitat von J’, keinen 


Fixpunkt auBerhalb a. Nach Voraussetzung ist o zentral. Das Zentrum C von o muBb 
also auf a liegen. Daraus folgt o € I’¢,, woraus wiederum J, C\_L) M¢q folgt, w. z. b.w. 
Cea 


Anmerkung. Ist 1 + oe J), so folgt aus Hilfssatz 8, daB o in genau einem 4, 
liegt. Die Menge der /’¢q bilden also eine Partition von J). 


Satz 5. Ls mdgen wieder alle Automorphismen mit der Achse a ein Zentrum besitzen. 
Ist ferner C = Dund C, De aund I'gg > 1 < Ing, so ist I, abelsch, und zwar entweder 
eine elementarabelsche p-Gruppe oder jedes Element ( + 1) hat unendliche Ordnung. 

Der Beweis verlauft genauso wie der Beweis von Lemma 1.2 in GLEASON [6]. 


4. Der Hauptsatz. Wir werden in diesem Abschnitt einen Satz beweisen, der die 
endlichen projektiven Raume der Dimension d = 3 unter den A-Raéumen kennzeichnet 
und auf den alle folgenden Kennzeichnungen zuriickgefiihrt werden. 


Satz 6. 3 sei ein A-Raum mit 1 >1. Es ist KR genau dann ein endlicher projektiver 
Raum der Dimension d = 3 mit den Blécken als Hyperebenen, wenn Kt einen Block a 
mit folgenden Eigenschaften enthdlt: 

(1) Alle axialen Automorphismen von KR mit a als Achse sind zentral. 
(2) I’, tst transitiv auf den Punkten von Ki — a. 


Beweis. Ist # ein endlicher projektiver Raum mit d = 3, so erfiillt 3 die Bedin- 
gungen des Satzes. Sei also i ein A-Raum mit 2 > 1, der die Bedingungen des Satzes 
erfiillen moge. . . 

a) Ist g eine Gerade von %h, dann ist gy M a + @. Angenommen, es wareg 1 A= @, 
dann gibt es zwei verschiedene Punkte A, B eg und wegen (2) eing € [, mit A° = B. 
Nach (1) hat o ein Zentrum C <a. Andererseits sind A, B, C nach Hilfssatz 4 kol- 
linear. Daraus folgt C © g © a im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist stets 
gnats. 

b) Es ist 0(I¢q) < A fiir alle C ¢ a, denn wegen der Halbregularitaét von J’oq gilt 
o(I¢q) = |g| — 1 fiir alle Geraden g durch C, die nicht in a liegen. 


c) Rist endlich. Es geniigt zu zeigen, daB k endlich ist. Ware naémlich {t unendlich 
und b ein Block von ft, so wiire die Anzahl der Punkte auf 6, da es unendlich viele 


gpa ae instar De Te ins MERE ai dS RS ie ok a> 
siete wig! Sh ies ota Mi sii 


ARCH. MATH. H 
. 
¥ 


140 H. Linesurc 


Blécke gibt und jeder von 6 verschiedene Block diesen in endlich vielen Punkten — 
schneidet und andererseits der Durchschnitt zweier Blécke nicht in unendlich vielen — 
Blocken liegen kann, auch unendlich. Sei nun Q € kt — a. Ordnen wir jedem Punkt — 
Pe — a das Element op € J", zu, welches Q auf P abbildet, so ist dies wegen der — 
Regularitat von J’, eine eineindeutige Abbildung von 3 — a auf /),. Sei nun b ein Block | 
von Kiund Q € b. Sei ferner Q + P € 6. Der Automorphismus op habe das Zentrum Xsq 
dann sind Q, P, X kollinear und folglich X € b. Jedem Punkt Pe b mit P +Q wird — 
also ein Element ope /’y, zugeordnet mit X¢aMb und umgekehrt. Also ist 
k = |b| => [o(I’ya) — 1] + 1+ A, wobei iiber alle X eam 6 zu summieren ist. 
Wegen b) ist dann also k < A(A— 1) + 1+ A4<o. 

d) Die Gruppe I’,, ist transitiv auf den Punkten von g — {C} jeder Geraden g mit _ 
Ceg und g¢ a. Sind némlich A und B zwei Punkte von g — {OC}, dann gibt es ein 
oé/', mit A° = B. Das Zentrum von o liegt, wie wir wissen, auf der Geraden g, 
woraus o € 1'G, folgt. . 

e) Es ist |g| = 2 + (nm — 1)/A fiir jede Gerade g von Rt. Wir zeigen zunachst, daB 
jede Gerade von ‘hk, die nicht in a liegt, mit jedem Block von % einen nichtleeren 
Durchschnitt hat. Angenommen, es gabe eine Gerade g mit g a und einen Block 6 
mit g 1b =@. Wegen a) ist dann 6 + a. Es gibt also einen Punkt Qe b — (6 N a). 
Sei Peg und ce J, mit P’ = Q. Das Zentrum von o liegt nicht in b M a, da sonst 
Peb ware. Sei Q + Q’e 6 — (6a) und P” = Q’. Das Zentrum von o’ ist ver- 
schieden von dem Zentrum von o, da sonst P, Y, Q’ kollinear waren und P dann auf b 
lige. Durchlauft nun Q die Menge der Punkte von b — (6 A a), so durchlauft wegen 
der Endlichkeit von t das Zentrum von o alle Punkte von a — (6 M a). Nunistg Na 
wegen a) und g¢a ein Punkt C. Es gibt also ein ce 1, mit P’ eb. Wegen der 
Kollinearitaét von C, P, P’ ist also P’ = g \ b im Widerspruch zu unserer Annahme. 
Jede Gerade gy a hat also mit jedem Block von % einen nichtleeren Durchschnitt. 
Durch jeden Punkt von g gehen nun genau k — 4 = n Blécke von , die mit g nur | 
diesen einen Punkt gemeinsam haben. Daraus folgt \gjn =v —A=n[24 (n—1)/A]- 
Also ist |g] = 2 + (n —1)/A fiir jede Gerade g mit g ¢ a. Hieraus und aus d) folgt, 
daB g = o(I’¢,) = 1 + (n — 1)/A ist fiir alle Cea. : 

Fiir jede Gerade eines jeden A-Raumes gilt |g| x <v — A, Ferner gilt in unserem 
Falle wegen Hilfssatz 11, daB Io, © pg © LL) Iga ist. Ist also gc a und C, D eg, so 

EeCD 


folgt ¢ <= |9| (@—-1) +15 (+1) @—1)+1=@, woraus |g] =¢ +1=2+4 
+ (n — 1)/A folgt. 
Nach DEmBowsk1 und A. WAGNER [5] folgt nun aus e) die Behauptung von Satz 6. 


a . . . Cher D . . 
5. In diesem Abschnitt werden wir einige gruppentheoretische Uberlegungen 
durchfiihren, die uns im folgenden niitzlich sein werden. 


Satz 7. Ist I’ eine halbreguldre, endliche Perm utationsgruppe tiber Mund sind ly, ... , 
I, Untergruppen von I’ mit den Higenschaften 
(a) 1, ..., 1’; bilden eine Partition von I’. 

(b) o(f%) =h>1 firt =1,2,..., hk, &>1, 
(c) &(k& — 1) teilt |X| + & —1, 
so ist I’ transitiv auf X. 
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__ Beweis. Es ist of)=g=k(h—1)+1 wegen (a) und (b). Setzt man n = | |, 
4 dann folgt aus der Halbregularitit von J", daB es eine natiirliche Zahl m gibt mit 


y a) aor mg = m[(k(h —1) + 1] =n. 

. Aus (c) folgt die Existenz ‘einer natiirlichen Zahl r, so daB 
2) ; n= r-1(k — 1) (k— 1) 

: ist. Aus (1) und (2) folgt 

aa omik(h —1) + Stk — 1) (k— 2). 


Hieraus folgt durch eine leichte Rechnung — 
(3) He casei ty) gag ah ae Re (CPR 
Ist d = (k, 1), dann ist rd-! ein Teiler von & — 1. Mit diesem d formt sich (3) ee zu 

(4) — m=1 + [r-ld(k — 1) — d — md(h — 1)] kd. 
_ Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist eine ganze Zahl. Ebenso ist kd~! ganz. Aus 
_ (4) folgt also, daB 

(5) m = 1 mod (kd-1) 

ist. 

Nach Voraussetzung ist 1 < h — 1. Daraus folgt 
Aes ae <[k(h —1) + m=rV(k— 1) (k—1) <hr (k 1). 
Daraus folgt wiederum 
m < [kr 1(k —1)]/(k + 1) = [kd dr (k — 1)]/(k+1)< kd. 
Wir haben also 
(6) m< kd}. 


Aus (5) und (6) folgt dann, daB m = 1 und J’ folglich auf QU transitiv ist. 

Y sei eine endliche Menge der Lange n. /’ sei eine Permutationsgruppe tiber 2{ vom 
Grade n und vom Minimalgrade n — 1. Ferner mégen die Elemente von /’ vom 
Grade n zusammen mit der Identitat eine Gruppe /’ bilden, die dann natiirlich halb- 
regular ist. %31,..., 9%, seien die Transitivitatsgebiete von J’. Jedes Transitivitats- 
gebiet JS; zerfallt dann in Transitivitatsgebiete Z Say von p: die wegen der Halbregulari- 


tit von J’ alle die Lange t = o(L) haben. Ist ¢¢; gleich der Lange von ‘{;, dann ist 
(7) Viet > fic 


Ist o ec I’ ein Element vom Grade n — 1, dann sind auch alle seine Konjugierten vom 
Grade n — 1. Daraus folgt, da die Anzahl der Elernente von /’ mit dem Fixelement 
C € %; nur von ¢ abhangt. Diese Anzahl werde mit s; bezeichnet. Fiir die Ordnung 
m = o(I’) gilt dann 
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: r 
(8) m=t+t> t(s— 1). 
i=1 


Bezeichnet man mit J"¢ die Gruppe aller Elemente von J’, die das Element CO € $j _ 
festlassen, dann ist J"¢ sein eigener Normalisator, falls o(/’¢) > 1 ist. Daraus folgt, daB, 
falls s; > 1 ist, der Index ms;' von I’¢ in I gleich der Anzahl aller o ’¢o~ ist, wobei 
o ganz J” durchlauft. Nun ist o’¢o-4 = I'eo. Daraus folgt ms; = th oder 


(9) m = ths. 


Diese Gleichung gilt auch, falls s; = 1 ist, denn dann folgt aus O* = O°, daB o'o1€% 
eI = 1, also o = o’ ist. o > O° ist folglich eine eineindeutige Abbildung von J’ auf 


s8;. Aus (7), (8) und (9) folgt nun - 
(10) m=t-+-rm—n 
oder 

(11) (¢ — 1) m= n— Tt. 


Wir haben also bewiesen den 
~ Satz 8. List genau dann transitiv auf X, falls T° transitiv auf XU ist. 

Satz 9. Die Fixelemente der Permutationen vom Grade n — | liegen in ein und dem- 
selben Transitivititsgebiet von I’ 


Beweis. Ist r = 1, so folgt dies aus Satz 8. Sei also r > 1. Ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dab 


(12) hE by Sie sl eT Rate Oita eas JL Srna els ee) 
gilt. Aus (9) und (11) folgt 

(13) sity = mt = (nt-! — 1)/(r — 1). 

Aus (12) und (13) folgt 


l r 
so (r—D) )= > 87 = (r — 1) (nt —1)4 > ky. 


jemi jt 
Nach (7) gilt dann 
l 
sg + (r —1l) = (r — 1) (nt-1 —1)-1 nt >r—-1, 


Vial 


Wegen s;,= 2 fiir = 17.,.,1 folgt 


Hieraus folgt 1/2 > 1 — 1, was wiederum J = 1 nach sich zieht. Also ist Sg=...=S=1. 
Aus (8) und (9) folet dann 


m=t-+ th(s; —1)=t+m—th. 


Wegen ¢ > 0 folgt dann t; = 1, w. z. b. w. 
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Der Satz 9 ist im wesentlichen: bereits bekannt. Vergleiche z. B. PrckerT [7] 
Satz 35, 8.313. 


6. In diesem Paragraphen geben wir noch einige weitere Kennzeichnungen von end- 
lichen projektiven Raumen. Dabei werden wir einmal voraussetzen, da sk ein end- 
licher A-Raum sei, und zum andern werden wir, ahnlich wie in der Arbeit [9] von 
A. Waaner, die Existenz von gewissen nichttrivialen zentralen Automorphismen 
fordern, die die Transitivitat von J’, zur Folge haben, so daB dann aus Satz 6 rey 
daB RW ein projektiver Raum ist. 


Satz 10. 2 sez ein endlicher A-Raum mit A > 1. Genau dann ist KR ein endlicher pro- 
jektiver Raum der Dimension d = 3 mit den Blécken als Hyperebenen, wenn Kt einen 
Block a mit folgenden Eigenschaften enthdlt: 

(1) Alle axialen Automorphismen mit a als Achse sind zentral wnd alle zentralen Auto- 
morphismen mit einem Zentrum auf a sind axial. 
(2) Es ist [og > 1 fiir alle Paare C,b mit Cea, b. 


Beweis. Ist % ein endlicher projektiver Raum mit d = 3, so kann man ‘, wie be- 
reits erwahnt, als A-Raum auffassen, indem man nur die Hyperebenen und die 
Punkte von ‘kt und die zwischen ihnen erklarte Inzidenz betrachtet. (1) und (2) sind ° 
erfiillt, wenn man fiir a irgendeine Hyperebene von i nimmt, dad = 3 vorausgesetzt 
ist. Sei also t ein A-Raum, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. Sei ferner g eine 
Gerade, die in a liegen mége. A sei die Gruppe aller Automorphismen von %}, die a 
fest lassen. A, sei die Untergruppe von A, die g fest laBt. Sei Peg und p ein Block mit 
P=gp. Sei 1 +o0elp,. Nach dem zu Satz 5 dualen Satz ist o? = 1 fiir eine 
Primzahl p. Ferner ist o € Ag und o hat auBer P keine weiteren Fixpunkte auf g. Nach 
GLEASON [6] Lemma 1.7 ist Ay, da P €g beliebig gewahlt war, transitiv auf g. (Man 
iiberlegt sich leicht, daB die Primzahl p unabhangig ist von der Auswahl von P auf g.) 
Da durch zwei Punkte stets eine Gerade geht, ist folglich A transitiv auf den Punkten 
von a. Ist nun «eA, dann ist 1’, = Meagx = Uoag. Hieraus und aus der Transi- 
tivitat von A auf a folgt, daB o( Io) = h > 1 ist, da ja 2) gelten sollte. Nun erfiillen 
die Gruppen J’, und Ig, die Voraussetzungen des Satzes 7, wenn man fiir YU die 
Menge der Punkte von }t — a nimmt. J’, ist folglich transitiv auf den Punkten von 
3 — a und die Behauptung unseres Satzes folgt nun aus Satz 6. 


Satz 11. M set ein endlicher 2-Raum mit 2 > 1. N ist genau dann ein endlicher pro- 
jektiver Raum der Dimension d = 3 mit den Blécken als Hyperebenen, wenn Kt HENS 
Higenschaften besitzt: 

(1) Alle axialen Automorphismen sind zentral und alle zentralen Automorphismen sind 
axial. 
(2) Zu jedem Ce R gibt es 2 verschiedene Blécke by, ..., 6, mit Ce bi und Log, > 1 
| et Nee ee 
(3) Zu jedem Block ce KR gibt es ein D mit Dec und I’p, > 1. 
Beweis. Ist Kt ein endlicher projektiver Raum mit d = 3, dann sind bekanntlich 


alle Bedingungen des Satzes erfiillt. Sei also ein endlicher A-Raum. mit As dk. 
der die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillen mége. Falls wir zeigen kénnen, daB 
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Ty, ~ 1 ist fiir alle Paare X, y mit X ey, dann folgt aus Satz 10, daB auch Satz 11 


richtig ist. 


Angenommen es sei Pe Kt und de R mit Ped und I'py = 1. Nach (3) gibt es 


ein Ded mit Ip, > 1. Nach (2) gibt es A Blécke b,,..., b, durch P mit I"pp, > 1. 
Diese kénnen nicht alle durch D gehen, da sonst [py S1 wire. Sei z.B. Déby. 


= 7 ee a oe! ee! es = > 1%, -  . ii | eh ee 7 .> 2 @arar a. ae - Ge a> ": ae * oa 
i wie. Sele Sw | a A Ps } re Te a> oe? Bane) oe Se Pie > 2 . wie 
‘ Fa “ on 4 4 3 5 ’ , > ba 
Ti . ‘ ' ‘ ‘ : , 


ARCH. MATH. — 
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ys 


AuBerdem seien D = D1, De,...,Dz alle Punkte auf DP mit D; + D, fiir i + % und . 


Ip» > 1. Ferner seien 6; = t1, t2,..., t¢ alle Blécke mit rj + rg fiir 7 + k und I’p,, >1 


und D Ma all pA; fiir i=1,...,¢. Sei ferner 1+ 7eJ"p,, und 1 + of € L’p». Nun ist — 
oito;' ein Automorphismus ne Gam Zentrum P und der Achse rY?. Wegen Dé 


ist tr; + r%. Der Durchschnitt von r, und rf bleibt nun unter o; punktweise fest 
(Hilfssatz 6). Hieraus und aus der Endlichkeit von 4 folgt DA tm = 1A ti! = 
== 0.0 ty". eng et rit = ry mit2sust. 

Sei rfé = rf mit 7 +7. Daraus folgt 107 = 1. Das Zentrum E von ojo;' liegt 


also auf 11. pre een liegt # nach Hilfssatz 11 auch auf Dj D; = D, P. Daca 4 


folgt E = Dy PA 14, = P und I'p, > 1 im Widerspruch zu unserer Annahme. Also 
ist 17% +r, falls i +7 ist. Es ist also jedem Punkt D; eineindeutig ein Block ry mit 
2 <u <tzugeordnet. Daraus folgt s < ¢. Analog zeigt man t < s. Unsere Annahme 
ist also falsch und folglich yy > | fiir alle X, y mit X ez, woraus, wie gezeigt, die 
Behauptung des Satzes folgt. 

Zum SchluB dieses Abschnitts geben wir noch eine Kennzeichnung der endlichen 
projektiven Raume iiber einem Galoisfeld, welches von dem Primkérper der lata 
teristik 2 verschieden ist. Es gilt nimlich folgender 


Satz 12. Nt sei ein endlicher A-Raum mit 2 > 1. Genau dann ist KR ein endlicher pro- 
jektiver Raum mit d = 3 tiber einem von GF (2) verschiedenen Galoisfeld, wenn Kt einen 
Block a mit folgenden Eigenschaften enthdlt: 

(1) Alle axialen Automorphismen mit der Achse a sind zentral. 
(2) Zu jedem PER — a gibt es eine nichttriviale Streckung mit dem Zentrum P und 
der Achse a. 


Beweis. Ist Nt ein endlicher projektiver Raum mit d > 3 und a eine Hyperebene 
von %t, so besitzt a sicherlich die Eigenschaft (1). Es ist nun (2) genau dann erfiillt, 
wenn der Koordinatenkérper, der zu St gehért, mehr als zwei Elemente besitzt, da 
die Gruppe der Streckungen mit festem Zentrum und fester Achse bekanntlich zur 
multiplikativen Gruppe des Koordinatenkérpers isomorph ist. Es ist also nur noch 


‘zu zeigen, daB ein endlicher A-Raum, der einen Block a mit den Kigenschaften (1) 


und (2) enthalt, ein projektiver Raum ist. 

I’ sei die Gruppe, die von allen axialen Automorphismen von Rt, die die Achse a 
besitzen, erzeugt wird. /’ besteht nur aus axialen Automorphismen, da das Produkt 
zweier axialer Automorphismen mit gleicher Achse wieder axial ist. FaBt man J’ als 
Permutationsgruppe iiber Jt — a auf, dann hat J” folglich den Grad » — k und den 
Minimalgrad v — k — 1, Aus Bedingung (1) und Hilfssatz 10 folgt, daB die Menge 
r= I’, der Translationen eine Untergruppe von J’ bilden. Wir kénnen also auf [7 
und /’ den Satz 9 anwenden. Aus diesem Satz nun folgt nun zusammen mit der Be- 


dingung (2), daB J’ auf den Punkten von R — a transitiv ist, woraus nach Satz 6 
folgt, daB ® ein projektiver Raum ist. 


7% a> ite ew re Se ae WOMAN ATO MOE ge 
we ES ETS Te ry Wailer Raid a AKT, 
6 \! » ’ - | Ki 
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' 7. Hs bleibt noch zu diskutieren, was die Satze 6, 10, 11 und 12 im Falle 4.= 1 
aussagen. Ist also # ein A-Raum mit A = 1, so ist }t eine projektive Ebene. Nennt 
man nimlich die Blécke Geraden (diese Geraden sind mit den am Ende des Ab- 
_ schnitts 1 definierten Geraden identisch), dann gilt: Zwei verschiedene Geraden haben 
genau einen Schnittpunkt. Zwei verschiedene Punkte haben genau eine Verbindungs- 
gerade, und wegen 4 +- 2 < k liegen auf jeder Geraden mindestens drei Punkte bzw. 
- gehen durch jeden Punkt mindestens drei Geraden. Ist umgekehrt t eine projektive 
Ebene, so ist }t ein A-Raum mit 4 = 1. 

Die Voraussetzungen der fraglichen Satze werden nun nicht von allen projektiven 
Ebenen erfiillt. Es erhebt sich also die Frage, welche Typen von projektiven Ebenen 
durch diese Satze charakterisiert werden. Satz 6 ist in diesem Falle nicht sonderlich 
interessant, da die Bedingung (2) nach AnDR« [1] Definition 6 gerade die Definition 
der Translationsebenen ist. 

Satz 10 charakterisiert unter den endlichen Translationsebenen diejenigen, die als 
Ternarkérper einen Linksalternativkérper besitzen. Da die Bedingung (2) notwendig 
ist, folet aus ANDRE [2] Satz 4. Andererseits iiberlegt man sich leicht, daB aus der 
(a, a)-Transitivitét und aus Bedingung (2) die (OC, C)-Transitivitat fiir alle Cea 
folgt, was fiir die Ebenen iiber einem Linksalternativkorper nach ANDRE [2] Satz 4 
kennzeichnend ist. | 

Satz 11 kennzeichnet unter den endlichen projektiven Ebenen nach A. WAGNER [9] 
gerade die desarguesschen Ebenen. 

Bleibt noch Satz 12. Nach AnpRB# [1] ist jeder Translationsebene ein Korper K 
invariant zugeordnet. Ferner wei8 man nach [1], da® die Gruppe der Streckungen 
mit dem Zentrum Ce — a und der Achse a isomorph ist der multiplikativen 
Gruppe des Kérpers K. Satz 12 kennzeichnet also im Falle 4 = 1 gerade die end- 
lichen Translationsebenen mit K + GF (2). 
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On Projective Planes of Class III 


By 
Jit C. D. 8. Yaqus*) 


It is shown in [5], Theorem 9, that the “Moulton” plane, [3], is of Lenz-Barlotti 
class III 2 ({1], [2]). I here consider a class of “generalized Moulton planes” given by 
Picker? [4], and show that some of its members belong to class III 2 and the re- 
mainder to class III 1; the question of the existence of planes of the latter class is thus 
decided. The result was first obtained by direct calculation, at considerable length, 
and I am indebted to Professor G. PickERT for suggesting the present proof, in 
particular the use of the coordinate transformation in Theorem 1, which also furnishes 
an algebraic equivalent for class III. 

We first recall some fundamental definitions. A projective plane comprises two 
disjoint sets, whose elements are points and lines respectively, together with a re- 
lationship ‘‘on”’ satisfying the following axioms: (i) on two distinct points there is 
precisely one line, (ii) on two distinct lines there is precisely one point, (iii) there exist 
four points no three of which are on the same line. It is well known that such a system 
need not satisfy Desargues’ Theorem on perspective triangles. A collineation is a 
one-one mapping of a plane onto itself which takes points into points, lines into lines 
and preserves incidence. A P — 1 perspectivity is a collineation which leaves fixed all 
lines on the point P and all points on the line /. A plane is P — I transitive, for given P 
and J, if and only if for each pair of points X, Y, distinct from P, not on / and collinear 
with P, there exists a P — 1 perspectivity mapping X on Y. It can be shown that a 
plane which is P —/ transitive and admits an additional collineation y is also 
p(P) — (i) transitive, and that a plane which is P — / transitive and Q — 1 transi- 
tive for distinct points P and Q is X — / transitive for all points X on the line PQ. 
A plane is P — / transitive if and only if it satisfies the P — J Desargues’ Theorem, 
namely the specialization of Desargues’ Theorem in which P is the centre and / the 
axis of perspective. (See, for example, [4], Chapter 3.) 

Lenz, [2], and Bartorrt, [1], have classified projective planes according to the 
figure formed by those point-line pairs (P, 1) for which the plane is P — / transitive. 
Their results exclude many “possible” figures, but do not ensure that there exist 
planes of each remaining class. We are here concerned with planes of class III 1 and 
IIT 2. A plane is of class IIT 1 if and only if, for some point B and for some line 6 not 
on B, it admits precisely the transitivity pairs (X, X B) for all X on 6; a plane is of 
class IIT 2 if and only if it admits the transitivity pairs of class IT 1 together with 
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the single additional pair (B, b). A plane is of class IIT if and only if it is of class IIT 1 
or of class ITT 2. 

I use the coordinate system of [4]. (See [4], pages 31—39.) V, U, O, E denote the 
vertices of the fundamental coordinate quadrangle. The points P not on V U are re- 
presented biuniquely by ordered pairs («, y) of elements from the derived ternary ring, 
where x, y are the symbols given to V P, U P respectively; in particular the points 
O, E have coordinates (0,0), (1,1) respectively. Lines not on V are-also represented 
biuniquely by ordered pairs: the line on O and (1, m) has coordinates [m, 0], while, for 
c + 0, the line on (0, c) and VU A [m, 0] has coordinates [m, c]. The point VU A [m, 0] 
will be denoted by (m). The symbols \, / are defined as follows: if a +0, then 
SS a\b if and only if az = 6 and y = b /a if and only if ya = b. 

If a given plane // is of class III, we may choose the fundamental quadrangle 
VUOEsothat U = Band VO = 6; thenif /7 is of class III 1 it admits precisely the 
transitivity pairs (X, X U) for all X on VO, while if /7 is of class III 2 it admits the 
additional pair (U, VO). Conversely, a plane which is V — V U and O — OU transi- 
tive is at least of class IIT 1, since it must admit the transitivity pairs (X, X U) for all 
X on VO. 

A plane is V — V U transitive if and only if the ternary ring with respect to some 
(or equivalently, to each) quadrangle V UOE is a cartesian group, ©. ([4], page 100.) 
In general multiplication in © is not associative and neither distributive law holds. 
We first find algebraic conditions for a V — VU transitive plane to be O — OU 
transitive. } 


Theorem 1. Let € denote the cartesian group with respect to a chosen quadrangle VUOE 
of a V — VU transitive plane. Let ©’ denote the set of non-zero elements of © together 
with the symbol o0, corresponding to the line U V in the pencil on U. Let the operation o 
be defined on V’ as follows: 


2 W100 == COO, — 0, 
ao(—a) = 00 (a + 0), 


aob=ua/[b\(a + b)] (a,b + 00,a +b +9). 


Then the plane is O — OU transitive if and only tf 

(i) the operation o is associative, 

(ii) 7f w, x, ¢ belong to CO’, then u'x = ux — uc and ux = (uc)d together imply 
that (u'c)d = w'x. 

Proof. Let V’ = O, U’'’ =U, 0' = V, FE’ c VE, (E' + V, €OU). The coordinates 
of a point P, ¢ OU, OV, relative to the new fundamental quadrangle V’U'O' E” are 
then related to the old coordinates of P by the equations 
(1) y = Yy, e = Y/R; 
this follows at once from the definition of coordinates ([4], page 31), and the fact that 
V’P AO’ E’ has the second (old) coordinate y /@. The plane is V’ — V’U’ transitive, 
i.e. O — OU transitive, if and only if the new ternary ring, which we denote also by 
©’, is a cartesian group. Thus it suffices to find conditions which correspond to the 
associative law of addition and to the first splitting law in C’ ([4], p. 100). 
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Let @ denote addition in ©’. Then, since the element 00, corresponding to V’O’, is 
the unit of the additive loop, a @ oo = 0 Qa =a for alla in ©’. By definition, if 
c,b +0, co, ¢@b is the y'-coordinate of the point of intersection of 2 = c¢ and 


(0, b) U (O'E' 0 V'U’) (4), p. 88). It is easily verified that this point is on U'O’ if 


b +c 0. Thus a @® (—a) = © for all a + c0 in’. If b, ¢ +0, oo and if b + ¢ +0, 


then a = c @ 6 if and only if for some x Hee 


a=cu=(—b)c+b. 


On eliminating x we find that 

(2) c=a/[(—b)\(a— 6)). 
Suppose now that the plane is O — OU transitive; then the operation @ is as- 

sociative. Thus if b, c + 0, co andifb + ¢ + Othena = c @ bifandonlyifa @(—)b) = 

—c, since b, —b are additive inverses in (’. It follows from (2), with b replaced by 

—b, that for a, b +0, 0 anda + b +0, Hy 


a@b=a/[b\ (a+ d)]. . 


The operation @ is now seen to be identical on ©’ with the abstractly defined opera-_ 
tion o, and it follows that, o is associative. 

Suppose, conversely, that the operation o is associative. Then if a, b + 0, co and if 
a +b,c =ao(—b)ifand only ifcob = a. Thusifc, b +0, oande +b +0,a=cob- 
if and only if 


rap gta Ca 


. 


c=a/[(—b)\(a—b)]. 


On comparison with (2) we see that the operations @, o are again identical on ©’, 
whence @ is associative. We have therefore shown that (i) represents the associativity 
of addition in ©’. 

Let wu, ¢ + 0, co. The line on the points with coordinates (w), (c, 0) in © meets OV 
in (0, — we). By (1), the line x = ¢ in € corresponds to x’ = y' /¢, i.e. to y’=2'¢, in, 
Thus the first splitting law holds in ©’ if and only if y = wx — uc is equivalent to— 


y 


y’ = (x'c) ® (— ue). In this case, for x + 0, y = wx — uc implies 


yo(uc) = (y/zx)e, 
y /(ue\(y + we)] = (y/a)e, 
y /[uc\ ux] = (y/a)c. 


Let y /x Sh we\ wa =d. Then y = w'x, wx = (uc)d, and we see that the first 
splitting law holds in ©’ if and only if (ii) is satisfied. This completes the proof of 
Theorem 1. 

We note that (i) is easily shown to be equivalent to the condition given in [5], 
Theorem 8, if multiplication is associative; in this case (ii) is trivially satisfied. 

The following class of cartesian groups has been given by Picksrt ([4], p. 93). Let 
S be an ordered skew-field, and let “addition” be the addition of G. Let “multi- 
plication”, >, be defined in terms of the multiplication in S as follows: 


i.e. 
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» axb=ab unless a < 0,b < 0, 
‘* =akbifa<0,b6<0, ; 


3 where k, +1, isa fixed positive element in S. It may be verified that these caus 
_ define a cartesian group, , in which neither distributive law holds. The corresponding 
_ planes, which we shall call ‘‘generalized Moulton planes”, are of Lunz class II or TIT 
AA), pp. 94, ane and are certainly of class II] if they are O — OU transitive. 


Theorem 2. Generalized Moulton planes are O — OU transitive. 


Proof. It is sufficient to verify that the defining cartesian groups © satisfy the 
conditions of Theorem 1. We note first that c 4 ad. =.td7! ,d\e = 207 a unless ¢ > 0, 
d< 0, while c/d = cd-1k-1, d\c = k-1d-1c if c > 0, d<0. 

a order to verify (i), we consider the expression aob in . NM +b) =k-1- 

-l(a + b) ah ifa + b >0, b< 0. In this case a >0 and. b\ (a ) < 0, so that 
a oe b)} 1k = a(a + b)1b. Moreover a >0, b\ (a + 6) < 0 only if 
a-+b>0;b< ai In all other cases the evaluation of a o b does not ae k. Thus 
~aocb=a(a+ b) 1b for all a,b +0, a + b +0, so that the expression has the same 

value in € as in S. But (i) is certainly satisfied by S, so that it is also satisfied by C. 

In order to verify (ii), we consider all sign combinations of u, c, x. If x >0,¢ >0, 
then d = c-lx >0, and therefore 


~ ao 


(tC)! OS acd = wm. 
fo 05c—70) aw > 0. then 
d= kicte=< 0) ula (ux —we)ro > 0, 
and (w’ x c) xd = u'ckhd = u' xa. Ifx>0, c< 0, u< 0, then 
d= eth la = 0) 6 = (ur —Sukeja t= 0, 


so that (w’ xXc)xd=wked=w xa. Ifx< 0,¢ >0, u >0, the calculation again 
does not involve k. Ifx< 0,c >0, u< 0, then 


i ket ha 0, {abel elk 0, 
whence (hex cc) <a =u ebdi= wa <x. ife= 0 c< 0,u >0, thend = ctx >0 and 
either wu’ = (ux — uc)a1tk1< 0 or w’ = (ux — uc)a1 >0 or wu’ = 0; in all three 
cases 
(wee) ae AWE =U ee. 
Finally, if «< 0, c< 0, u< 0, then d = c~1a >0, and either 
u = (ukax —ukc)atk1<0 or w = (ukx — ukc)x1>0 or. w' =0; 


therefore (w’ x c) x d= wu’ x x in the case wu’ < 0 as well as in the case u’ = 0. This 
completes the proof of Theorem 2. 

As we have noted, Theorem 2 implies that all generalized Moulton planes are of 
class III. We now distinguish between those of class ITI 1 and those of class ITT 2. 
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Theorem 3. A generalized Moulton plane is of class III 2 if in the definition of © the 
element k is in the centre of the skew-field S, and is otherwise of class IIT 1. ‘ 


Proof. A generalized Moulton plane is of class III 2 if it is U — OV transitive, 
and is otherwise of class III 1. In a plane over a cartesian group, (for which the first 
splitting law necessarily holds), U — OV transitivity is equivalent to the associative 
law of multiplication ([4], p. 102). It is therefore sufficient to show that multiplication 
in € is associative if and only if & is in the centre of & ‘ 

Suppose first that & is in the centre of S. Let n(a, b,c) denote the number of 
positive elements among a, b, c. Then, since k commutes with all elements, 


ax(b xe) ='(a xb) x ¢= abe «if nla, b, ce} — 2; 
= habe if (a,b; C)= 2 
Hence multiplication is associative. } 
Suppose, on the other hand, that / is not in the centre of S. Then there exists 
an element a in © such that ka + ak. Since this implies that k(— a) + (—a)k, there 
is no loss of generality in taking a < 0. Then 


(—1) x [a x (—'1)] = (—1) x (— ak) = ak, 
while 


[(—1) x a] x (—1) = (— ka) x (—1) = ka 


Hence multiplication is not associative. This completes the proof of Theorem 3. 
We note, finally, that the existence of planes of class III 1 now follows from the 
existence of ordered skew-fields which are not fields. 
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Planar Half-Loops 
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T. G. OstRoM 


The relation between Desarguesian affine planes and vector spaces of dimension 
two is well known. Basing his work on ANDR#’s study of translation (or VEBLEN- 
WEDDERBURN) planes [1], the author has investigated the relation between vector 
spaces and translation planes which are not necessarily Desarguesian [5]. 

By use of the “parallelogram law” for the sum of two non-collinear vectors, one can 
introduce a binary operation on the points of an arbitrary affine plane. (See [3] for a 
related approach.) We thus obtain the system that we call a planar half-loop. In this 
paper we examine some aspects of the algebraic structure of a planar half-loop, in- 
cluding subsystems, restricted cases of the associative law, and geometrical inter- 
pretations. 


Definition. Given a set L, a special class of subsets of L called O-lines, and a binary 
operation **-+-”’, then L(+-) will be called a planar half loop if 


(1) There is a special element “‘O” of L such that O belongs to every O-line. 

(2) Every O-line contains at least one element of L besides O and there are at least two 
distinct O-lines. 

(3) Hach element of L other than O belongs to exactly one O-line. 

(4) If P and Q belong to different O-lines, then there exists a unique element R of L such 
that P+ Q=Q+ P= R. If P and Q belong to the same O-line, then P + Q need 
not be defined, except that P+ O=O+ P= P. 

(5) If P and R belong to different O-lines, there exists a unique element Q in L such that 
PA Q=R. 

(6) Let OP denote an O-line containing P. Let OP + @Q denote the set of points P; + Q, 
where P; EOP, Q EOP, and Q is fixed. Then OP +- Q will be called a proper coset of 
OP; OP will be considered to be an improper coset of itself. If RE OP + Q, then 


OP+ R=OP+9Q. 


(7) If OP and OQ are any two distinct O-lines and if R € OP, OQ, then there exists a 
unique P; in OP and a unique Q; in OQ such that Pi + Qi = R. 
(8) If P; © OP, then P; does not belong to any proper coset of OP. 


Theorem 1. A planar half-loop L is equivalent to an affine plane x in which 
(1) The points of x are the elements of L and 
(2) The lines of x are the cosets of the O-lines in L. 
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Proof. Given an affine plane a let P and @ be any two points not collinear with i 
some given reference point 0. Let 1, be the line through P parallel to OQ and let lz be i 
the line through Q parallel to OP. Let R be the intersection of 1; with /2. The reader © 
may readily verify that if we set P + @ = R, then postulates 1—8 are satisfied. t 
Conversely, suppose that we are given a planar half-loop L with “lines” defined as | 
in the Theorem. To show that every two points lie on at least one line, we need only — 
consider the case where we have two points P and R not on the same O-line. Then — 
3 Q such that P + Q = R. It follows from postulate 6 that both P and R belong to 
00+ R&R. } 3 
It follows from postulates 6 and 8 that the cosets of a given O-line will form a x 
parallel class. We shall now show that lines in different parallel classes have at least ~ 
one point in common. z 
Case I. Two O-lines. Every two O-lines intersect at O. , 

Case IT. An O-line and a coset of another O-line. Consider OP and OQ + R, where 
OP and O@ are different O-lines. By postulate 7, either R belongs to OP or there — 
exists P; in OP, Q; in OQ such that P; + Q: = R. It follows from postulate 6 that — 
0Q + Pi; = 0Q + R. But P; belongs to OQ + P; hence OP and OQ + R intersect 
chi ay B } : 

Case III. Cosets of different O-lines. Consider OP + Q and OR + S, where OP and | 
OR are different O-lines. Applying Case II, let R; be the intersection of OP + Q 
with OR and let P; be the intersection of OP with OR + S. Since R; belongs to OR 
and P; belongs to OP, R; + P; = T is defined. Then T' belongs toOP + Rj = OP+Q 
and also to OR + P;=OR-+S. : 

We have established that every two lines not in the same parallel class have at 
least one point in common. We have left to show that two distinct lines cannot have 
two points in common. By postulates 3 and 8 we need only to look at Cases II and IIT 
above. 

Case IT. Suppose that both P, and Py: belong to the intersection of OP with 
OQ + R. Then P2 belongs to OQ + R= OQ-+ P,. Hence there exists Q’ in OQ 
such that Pp = Q’ + Pj. It follows that Pz belongs to OP + Q’, contrary to postu- 
late 8. 

Case IIT. Suppose that both 7; and 72 belong to the intersection of OP + Q with 
OR + 8. Let R; and P; be defined as before. Then there exists P’ in OP such that 
R; + P’' = T, and there exists R’ in OR such that R’ + P; = 74. By postulate 7, 
P' = P; and R’ = R; so that 7; = R; + P;. But, similarly, JT, = R, + P;. It 
follows that 7’; = 7'y. This proves the Theorem. 


Definition. A planar half-loop which is a loop will be called a planar loop. 


Note that the O-lines of a planar loop are necessarily subloops. If we have given a 
planar half-loop Z in which addition is not defined on the O-lines, then the operation 
of addition can readily be extended so as to form a loop. This extension is not unique; 
indeed, a planar loop need not be abelian. 


Definition. P will be said to be an associator in L if P+ (QO R) = (P'+.Q) +B 
for all choices of Q and R such that both sides of the above equation are defined. Q will be 


— 
* 
4 
; 
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said to be a middle associator in L fP+(Q+ R)=(P+Q) a R for all choices bi P 
and R such that both sides of the equation are defined. 


Note that every associator is a middle associator if L is abelian. This will be the 
case if P + Q is not defined when P and Q are on the same O-line. 


Definition. The mapping op which carries each point X into X + P will be called a 
_ pseudo-translation. 


Theorem 2. The pseudo-translation op has the following properties: (1) Qop is not 

necessarily defined if @ belongs to OP. If Q does not belong to OP, then Q has a unique 

— mage and a unique pre-image not on OP. (2) If Qap is defined, then Q and Qop are in 

the same coset of OP. (3) If OR + OP, Q is a middle associator, S belongs to OR + Q 
and Sop is defined, then Sop is on the line OR + (Q + P). 


Proof. Properties (1) and (2) follow directly from postulates 4,5 and 6. If S belongs 
toOR + Q,thenS = R + Qforsome Rin OR. If Q is a middle associator, S + P = 
= R-+(Q-+ P), which establishes property (3). 


Theorem 3. Jf ecther (1) P is an associator or (2) Every line in x which is not parallel 
to OP contains a middle associator Q such that Q op is defined, then op induces a trans- 
lation on x. 


Proof. The Theorem is known to be true for Desarguesian planes, including the 
(Desarguesian) case where each line of a contains exactly two points. It is also well 
known that all lines of an affine plane contain the same number of points. Hence we 
shall assume that every line of z contains at least three points. 

Let us except, for the moment, all points P; such that P; + O and P; belongs to OP. 
With this exception, the set of images of points on any line OR + Q will lie on the 
parallel line OR + (Q + P) in either case (1) or (2). Thus we can speak unambiguously 
of the image lop of any line l. 

Suppose that P; belongs to OP and that J; and lz are any two lines different from 
OP which go through P;. Let 1, op and lz 0p intersect at U;: If U; does not belong to 
OP, then U; on is defined and U; Op. must equal P;, the intersection of 1; and lz. This 
contradicts Theorem 2; we conclude that U; belongs to OP. Moreover, it follows that, 
for every line / through P;, lap goes through Uj. 

Define a new mapping o* such that Qo* = Qop if Q is not on OP, P; 01 a= (Unt 
P; belongs to O P. Then o* is a translation on z. 


Corollary. The following three propositions are equivalent: (1) L is associative. (2) For 
each O-line OP and each line | not parallel to OP, | contains a middle associator not on 
OP. (3) a is a translation plane. 


Proof. In view of the previous Theorem, we need only prove that (3) implies the 
other two. It is well known that every translation plane can be coordinatised by a 
VEBLEN-WEDDERBURN system (quasifield) [1]. If this be done with O as the origin, 
simple calculation establishes that the a coordinate of (c, cm) + (d, dv) must satisfy 
the equation am — xy = (c + d)m — (c + d)v. (Here we are using the same symbol 
“1? for addition in the coordinate system as for addition in L.) It readily follows 
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that (c, cm) + (d, dy) = (¢ + d,em + dy) and in general that addition of points 
corresponds to addition of coordinates in the VEBLEN-WEDDERBURN system. The 
Corollary then follows from the fact that coordinate addition is associative. 


Definition. A subset H of L will be said to be a closed subsystem if (1) H contains at 
least two points P and Q such that P and Q are on different O-lines. (2) If Pand Q belong ‘ 
to H and P + Q is defined, then P + Q belongs to H. (3) If P and Q belong to H and . 
P+ X = Q, then X belongs to H. In particular, O belongs to H. 


Definiton. Given a closed subsystem H. Let S(H) denote the set of all points and lines 
of such that (1) A point P belongs to S (H) if P belongs to H. (2) A line l belongs to S (H) 
if l contains at least two points of H. Then S(H) will be called a linear system. For 
brevity, we will sometimes write S instead of S(H). If l belongs to S, let S(l) denote the 
set of points common to Land H. If OP is an O-line belonging to S and Q belongs to &, 
let S(OP + Q) denote the set of points Pi + Q, where P; belongs to S(OP). S(OP + Q) 
will be referred to as a coset of S(OP) in H, 


Theorem 4. Let H bea closed subsystem. Then (1) H satisfies the postulates for a planar 
half-loop with the exception of postulate 7, where the O-lines of H are the sets (OP), OP 
belongs to S. (2) For each line m in S(H), there is some O-line | belonging to S such that 
S(m) is a coset in H of S(l) and lis parallel to m. (3) If m is a line of x which is not an 
O-line, if m contains a point of S and is parallel to an O-line belonging to S, then m 
belongs to S. (4) If lis an O-line belonging to S such that S(l) contains exactly k points, 
and m is a line belonging to S which is parallel to l, then S(m) contains exactly k points. 
(5) If a ws finite, with n lines in each parallel class and H contains n points, then every 
line of x is either parallel to some line of S or contains a point of S. 


Proof. (1) follows fairly immediately from the definition of H and the properties 
of L. 

(2) Suppose that A and B belong to S and lie on the line m parallel to OP. Then 
m = OP + B. Hence, there exists X in OP such that X + B= A. Now X must 
belong to S. Thus every point A in S(m) is in S(OP + B). Furthermore, for every 
X in S(OP), X + Bis in S(m). Therefore, G(m) = S(OP + B). 

(3) Suppose that B is a point on the line m which is parallel to OP, where OP belongs 
to S. Then every point in S(O P + B) is on m. Thus m will contain at least two 
points of S, so m belongs to ©. 

(4) If/is an O-line in S and m is a line belonging to S parallel to 1, we have already 
established a one-to-one correspondence between S (1) and S(m). 

(5) Suppose that S contains the n points O = P, Ps, ... , Py, and that OR does not 
belong to ©. Then the n cosets OR + P; are distinct and each contains a point of S. 
That is, each of the lines parallel to OR contains a point of S. 

Thus, the incidence system © is a sort of generalized affine space. Lf a’ is an affine 
subplane of z which contains O, then the points of 2’ will form a closed subsystem H 
which is a planar half-loop and S(H) = a’. In [5] examples of closed subsystems are 
given in which S(/) is an affine space of dimension greater than two. 

By analogy with the earlier definitions, we can now speak of associators and middle 
associators in H; we can also talk about translations on G(H ). 
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Theorem 5. Let H be a finite closed subsystem of the planar half-loop L. Let P be an 
~ element of H such that either (1) P is an associator in H or (2) Every line in S(H) which 
ts not parallel to OP contains a point Q not on OP which is a middle associator in H. Then 
the pseudotranslation op on x induces a translation on S(H). 


Proof. The proof is analogous to the proof of Theorem 3. Excluding the points on 
OP, the image of every point in © is a point in S and for each line / belonging to ©, 
there is a line /ap belonging to S such that the image of the set S(/) is the set G (Jap). 
Moreover, lap is parallel to /. | 

Let / be a line of © intersecting OP at the point P; belonging to S. If H is finite, 
then / and Jap both contain the same number k of points in S, Now op establishes a 
one to one correspondence between the points of S(/) and S (lop) which are not on 
OP. That is, S(/ap) contains k — 1] points not on OP. We conclude that the inter- 
section U of lop with OP is a point of ©. 

As in Theorem 3, we can now establish that for every line / belonging to G which 
intersects OP at Pj, there is a line op in S such that S (lop) includes U. The rest of 
Theorem 5 goes through as in Theorem 3. 


Theorem 6. Let H be a finite associative closed subsystem in which addition is not 
defined on the O-lines. Then (1) Addition on H can be extended so that H becomes a 
commutative group in which every element has the same order p and (2) If P and Q are 
two points of H which are on different O-lines, P and Q generate a subgroup H’ such 
that S(H’) is a Desarguesian subplane of x. 


Proof. The extension to a group follows as in Theorems 3 and 5. Moreover, the 
commutative property of L does require that the group be commutative. 

Each point P will generate a subgroup consisting of points on OP. Denote by kP 
the result of adding P to itself k times. Suppose that P and Q are points of S (#) lying 
on different O-lines and that k P = 0, kQ + 0. Then the point k(P + Q) = kP+ kQ 
= kQ is on OQ and also on O(P + Q), which is a contradiction. It follows that all 
elements of H must have the same order, which must necessarily be a prime p. 

If P and Q are on different O-lines, they generate a subgroup H’ of order p?. The 
points Q, P, P+ Q@,P+2Q, P+ 34Q,... lie on different O-lines and generate the 
subgroups of H’ which are of order p. It readily follows that S(#’) is isomorphic to 
the Desarguesian plane over GF'(p). 

The following examples of associative closed subsystems may be worthy of note: 


(1) Affine subplanes which contain O, if they are translation planes. 

(2) Cases where ©(H) satisfies the incidence relations for an affine space of di- 
mension greater than two. 

(3) The set of points P such that op induces a translation on z, provided that these 
points are not all on the same O-line. 

(4) The middle associators in L, if L is a planar loop and the middle associators are 
not all on the same O-line. 

(5) See Theorem 7 below. 
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Theorem 7. If addition is not defined on the O-lines and the associators do not all lie on — 
the same O-line, then the associators form a closed subsystem. 


Proof. If Q is an associator, og induces a translation on 7 and addition can be ex- : 
tended so that X + Q is defined for all X. If Q, and Qe are two associators on the ; 


same O-line and P is not on OQ, then 4 
P+ (Qi + Q2) = (P + 1) + G2 = G2 + (G1 + P) = (Q2 + Qi) + P. ; 
Thus Q1 + Q2 = Q2+ @1. ‘ 


Using this extended addition, suppose that Q1 and Qs» are two associators such that — 
(Qi + Qe) + (P+ R) and [(Qi + Qe) + P] + R are defined. Then [Q1 + (Q2 + P)] +R 
is also defined. If (Q2 ++ P) + RF is also ‘defined, we may write ‘ 


(Qi + G2) + (P+ R)=O1+[Q2+ (P+ B= H+ [(Q2+P)+ R= | 
= [Q1 + (Q2 + P)] + R=[(Qi+ Q2) + P]+ BR. : 


Subject to the possible exceptional case Q2 + P is on OR, we have established — 
that Q1 + Qe associates with P and R. If (Qi + P) + # is defined, we can reverse 
the roles of Q; and Qo. We are reduced to the case where Q; + P and Qs + P are 
both on OR. If this is so, but Q; is not on OR, then Q; + R is not on OR, so that 
(Qi + R) + (Q2 + P) is defined. Then 


Q1 + ((Qe'+ P) + RB] = (OQ 4) +4 (G2 + P) = [01+ (G24 PP) + 2 


and the associativity of @1 + Q2 is again established. 

Finally, suppose that Q; + P, Q2 + P, and Q; are allon OR. Then P is on OR and 
k + P is not defined (contrary to hypotheses) unless either R or P is an associator. If 
either R or P is an associator, it follows directly that (Qi + Qe) + (P+ R) = 
= ((@1 + G2) + P] + R. Thus, in any case, the sum of two associators is an as- 
sociator. 
| _ If Q is an associator, the (extended) mapping gq is a translation carrying O into 
By some point — @ and o@ = o-g. Let P= Q + S. Then 


G+ (P+ F)=—O+(0+S8)+ Fh] =—Q+1Q4+ (S4+ R=S+R= 
iP oO) sili 


provided P + R and (P — Q) + R are defined. Hence — Q is an associator. The 
Theorem follows. 


Remark. If z is of order n and there are more than n associators, at least one of the 
n lines in each parallel class must contain two associators. Hence every O-line will 
contain at least one associator besides O. (See Theorem 4.) 


= Wek : : : Vs 
Theorem 8. If every point on some O-line is a middle associator, then L is associative. 


Proof. If every point on OQ is a middle associator and P does not belong to OQ, 
then op induces a translation on a by Theorem 3. 

If Qi is any point on OQ, let Q; = P + R. The product of two translations is a 
translation. Hence opop is a translation which carries O into @;. Since O can be carried 
into any point in a by a translation, z is a translation plane and JL is associative, 
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_ Suppose that Z is homomorphic to the loop L’, — ice., there is a mapping 0 from L - 
onto L’ such that, whenever P + Q is defined, PO + QO = (P + Q)@inL’. Let K 

be the kernel of O — i.e., the set of elements P in L such that P@ is the identity of Li, 
If K contains points on more than one O-line, K will be a closed subsystem of L. 

One interesting homomorphism may arise as follows: Suppose that addition of 
cosets of the O-line OP is well defined in the sense that whenever Q + Rand U + V 
are defined, then, “U belongs to OP + @Q and V belongs to OP + R’’, implies that 
U + V belongs to OP + (Q + R). In this situation, the cosets of OP form a loop L’; 
Lis homomorphie to L’ and OP is the kernel of the homomorphism. Furthermore, 
every line of z which is not parallel to OP contains exactly one representative of each 
coset. 

Again, suppose that H is a closed subsystem of Z and that the operation of addition 
can be extended in such a way that 

(1) P + Qis defined whenever P belongs to H and Q does not belong to H. 

(2) If Q@ does not belong to H and P, Pe: belong to H, there exists P3 in H such 
that. Pi + (P2+ Q) = Ps+ Q. 

(3). If Qi, Qo are not in H, P;, Pz arein H and Q; + Qo is defined, then eke exists 
P3 in H such that 


(Qi Pr) (Qa Pe) = (Q1-b-Q2) BPs. 


In this case, the cosets of H will form a loop L’ which is a homomorphic image of L 
and H will be the kernel of the homomorphism. 
Postulates 6 und 7 suggest the possibility of representing L as a “‘direct sum”’ of 
two loops, especially in the case where the elements of each of these loops can be 
identified with the cosets of some O-line. Since the direct sum of two loops is a loop, 
we might just as well restrict ourselves to planar loops. 


Theorem 9. Let L be a planar loop which is the direct sum of two loops Ly and Lg. Let 
9, and Oz be the homomorphisms from L onto Ly and Le. Suppose that there 1s an O-line 
OQ such that the sets (OQ)O0; and (OQ + R) 0; each contain exactly one element of Ly, 
j = 1,2. Then L is associative. 


Proof. If PO; = Q;O0, and PO2 = Q;@2 we can represent P by the pair (Qi, Qj), 
where Q;, Q; belong to OQ. In particular, Q; will be represented by (Qi, Qi). Note 
that both LZ; and Lz must be isomorphic to the subloop O@ so that L is isomorphic to 
the direct sum of OQ with itself. 

Now the line OQ + R contains some point (O, Q;) = S. Thus OQ + R consists of 
the points Ox + Si (Qk; Qk) + (O, Q;) = (Qk; Ox —- Q;); where Q; is fixed and Ox 
runs through all of the points on OQ. 

By postulate 6, the point (Qn, Qn) + (Qk, Qe + Qi) = (Qn + Qu, Qn + (Ve + Qj) 
must also be on OQ + R. Likewise, 


(Qn + Qu, Qn + Qe) + (O, Qj) = (Qn + Qe, (On + Vx) + Qj) 


must be on OQ + R. Since OQ + R contains only one point with first “coordinate” 
Qn + Qx, we conclude that Q, + (Qr + Qj) = (Qn + Gx) + Qj. Hence OY and L 


are groups. 
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Corollary. /f addition of cosets is well defined for two distinct O-lines, then L is as- 
socialive, . 

Finally, it should be noted that if addition is not defined on the O-lines, auto- 
morphisms of L are precisely equivalent to collineations of a which fix the origin. 
However, if addition is definied on the O-lines, a collineation of a does not necessarily 
induce an automorphism of / and an automorphism of L will be a collineation of 
only in the case where the image of each O-line is an O-line [1]. 

Examples of planar half loops are readily furnished by the known affine planes. 
Except for the cases where L is associative, the author knows of no cases where L con- 
tains middle associators other than O. There are no known finite affine planes other 
than the translation planes which admit translations in more than one “‘direction”. 
Our results raise the question as to whether or not such systems exist; they also rule 
out some of the methods by which one might attempt to construct such systems. 
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Bemerkungen zu einer Axiomatisierung 
der Euklidischen Planimetrie 


Von 


Pau. DE WITTE 


Professor Brrnays [1] gab fiir die euklidische Planimetrie ein Axiomensystem mit 
einer einzigen Grundbeziehung Rabe an: ,,das Punktetripel a, 6, c, bildet bei b einen 
rechten Winkel‘. Die fiinf ersten Axiome (Theorie der Kollinearitat) lauten wie folgt: 


Al: . Raba; 

A2a: Rabe ~> Reba; 

A2b: Rabe 7 Racb; 

A3: Rabe & Rabd & Rebc — Rebd; 

A4: Rabe & Rabd & c +d & Rech — Recd; 
A5b: a +b-> (Ex) Rabe. 


(1) Es ist méglich, A3 aus A2, 4, 5 abzuleiten. (11) Hingegen ist, wie auch Professor 
Bernays!) bemerkte, A4 unabhangig von Al, 2, 3, 5. 

Zu (1). A2b ergibt 

Rabb +7 Rabb. 
Also: 
a Rabb. 

Somit bringt die Voraussetzung in A3 mit sich, daB b + c und 6 +d. Weiter kann man 
annehmen, dai ¢ +d, denn sonst ware der Satz schon bewiesen. 

Wegen A5 gibt es ein x derart, daB Rbcx gilt und ferner — wegen A2a — Racb. 
Die Anwendung von A4 auf 


Rabe & Rabd & ¢ +d & Rach 
ergibt Racd. Endlich ergibt die Anwendung von A4 auf 
Rach & Rucd & b +d & Rebc 


die Behauptung Rebd. 


Zu (II). Interpretiert man Rabe als: ,,b liegt zwischen a und c*‘, dann gelten Al, 2, 
3, 5, jedoch nicht A4. 

Mein aufrichtiger Dank gilt Herrn Professor BerNays und Herrn Professor HtrscH 
fiir ihre freundlichen Ratschlige. Herrn Paut Ferrwets danke ich fiir seine Hilfe bei 
der Ubersetzung. 


[1] Briefliche Mitteilung. 
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